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Einleitung

Die Betrachtung eines Bildes beginnt mit dem Erfassen des Bildes als Ganzes. Je mehr
Zeit ein Betrachter danach vor dem Bild verbringt, umso mehr Details wird er wahr-
nehmen, beginnend bei den Auffilligsten oder Markantesten bis hin zur Pinselfiih-
rung an bestimmten Objekten in der dargestellten Szene. Schriebe der Betrachter sei-
ne Beobachtungen in zeitlich korrekter Reihenfolge auf, so konnte man durch Zerle-
gen des Textes und etwa die Betrachtung nur des hintersten Drittels, sich eben nur mit
den Details beschiftigen.

Der gleichen Philosophie folgt die seit Ende der 1980er Jahre in Arbeiten von Daube-
chies [12, 13], Meyer [37], Mallat [32, 33] und anderen entstandene Theorie der Wa-
velets auf der reellen Achse. Der Begriff selbst bezeichnet als Zusammensetzung des
englischen Wortes ,Wave“ fiir Welle und der verniedlichenden, verkleinernden En-
dung ,lette” aus dem Franzosischen eben jene Betrachtung verschiedener Detailstu-
fen, den sogenannten Skalen. Dies entspricht verschiedenen Zeitintervallen des Be-
trachters aus dem ersten Abschnitt. Die grofie Verbreitung der Wavelets begriindet
sich in der Einfachheit des Frameworks der Multiskalen-Analyse und den daraus re-
sultierenden schnellen Algorithmen, die eine Wavelet-Zerlegung in O(n) Rechen-
schritten ermoglichen [33, Abschnitt 7.3.1]. In diesem Framework erzeugen die Trans-
late einer fiir jede Skale unterschiedlich gestreckten Skalierungsfunktion ineinander
geschachtelte Rdume, zu denen die Wavelets orthogonale Rdume ,zwischen® den Ska-
lierungsrdumen aufspannen. Neben den Skalierungsrdumen mit ihrer Translations-
invarianz sind die wichtigsten Werkzeuge fiir den schnellen Algorithmus die Fourier-
Transformation und die Zwei-Skalen-Gleichungen, die den Zusammenhang zweier
aufeinanderfolgender Rdume beschreiben.

Neben den ,klassischen” Wavelets auf der reellen Achse sind die periodischen Wave-
lets auf dem Kreis oder dem Intervall mit identifiziertem Rand definiert. Sie entstan-
den zunichst fiir die Betrachtung periodischer Funktionen durch die Periodisierung
der Wavelets aus dem letzten Abschnitt. Dabei wurden die Eigenschaften, wie etwa
die des translationsinvarianten Raumes, auf das Periodische iibertragen und spéter
periodische Wavelets direkt durch ihre Fourier-Koeffizienten definiert [8]. Die Algo-
rithmen zur periodischen Wavelet-Transformation lassen sich direkt in den Fourier-
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Koeffizienten beschreiben. Fiir diskrete Abtastungen der Funktion f entsteht so der
natiirliche Zusammenhang zur diskreten Fourier-Transformation. Auch hier bildet
die Multiskalen-Analyse den wichtigsten konstruktiven Zugang zur Definition von
Wavelets [39, 45, 50, 52]. Aufbauend auf einer periodischen Multiskalen-Analyse las-
sen sich beispielsweise Approximationsfehler studieren [53]. Fiir die klassischen und
die periodischen Wavelets ist der hdufigste Fall, dass eine Skalierung um den Dilatati-
onsfaktor 2 verwendet wird, also auf jedem Level der Multiskalen-Analyse genau ein
Wavelet den Raum aufspannt, der das orthogonale Komplement eines Skalierungs-
raumes im néchstgrofieren Raum bildet. Dies wird auch als dyadische Multiskalen-
Analyse bezeichnet.

Ausgehend von den eindimensionalen Wavelets wurden bereits frith mehrdimensio-
nale Verallgemeinerungen, die Tensorprodukt-Wavelets, betrachtet [13, 37], bei denen
die Skalierungsfunktion im R? als Produkt von eindimensionalen Skalierungsfunk-
tionen entsteht und die Translationen dann auf dem Gitter Z¢ betrachtet werden. Im
Periodischen wurde dies in [25, 46, 55] ebenso betrachtet, wobei in beiden Fillen fiir
die Verallgemeinerung der dyadischen Multiskalen-Analyse eine Dilatation mit der
Diagonalmatrix J = diag(2,...,2) gegeben ist. Dadurch entstehen in jeder Skale al-
lerdings 27 — 1 Rdume, die jeweils durch die Translate eines Wavelets erzeugt werden.
Diese Wavelets entstehen als Produkt eindimensionaler Wavelet- und Skalierungs-
funktionen.

Eine Verallgemeinerung des Tensorprodukt-Falles findet sich in [5, 7], wo anstelle des
Tensorprodukt-Gitters Muster betrachtet werden, welche durch eine allgemeine re-
gulire Matrix M € Z?*? entstehen und auf denen eine diskrete Fourier-Transforma-
tion definiert werden kann. Der Tensorprodukt-Fall findet sich hier in den Diagonal-
matrizen NE; wieder, welche lediglich ein und denselben ganzzahligen Wert auf der
Hauptdiagonalen besitzen. Auf Basis der Multiskalen-Analyse beziiglich einer Fol-
ge von Diagonalmatrizen werden Approximationseigenschaften des dazugehorigen
Wavelet-Systems untersucht. Dazu werden die Strang-Fix-Bedingungen in [25, 46]
ins Periodische iibertragen und damit eine Approximationsgiite fiir die betrachteten
Wavelet-Systeme angegeben, insbesondere auch fiir die Approximation von Funktio-
nen, die in verschiedene Richtungen jeweils ein unterschiedliches Abklingverhalten
in den Fourier-Koeffizienten besitzen.

Daraufaufbauend lassen sich Skalierungsriaume einfithren, die analog zum eindimen-
sionalen Dilatationsfaktor jeweils durch Dilatation mit einer festen Matrix M aus-
einander hervorgehen [34, 40]. Es ist jedoch im Mehrdimensionalen nicht mehr nur



durch den Dilatationsfaktor zwingend ein eindeutiger Zusammenhang zu den Réiu-
men gegeben. In der Verallgemeinerung ergibt sich fiir Matrizen, deren Determinante
betragsmifiig identisch ist, die gleiche Skalierung um einen Faktor, wihrend sich die
Dilatationsrichtungen deutlich unterscheiden kénnen [29]. Dadurch ist durch einen
festen Dilatationsfaktor nicht mehr eindeutig beschrieben, mit welchen Dilatations-
matrizen die Skalierungsraume geschachtelt sind.

Fiir Funktionen, die auf dem R definiert sind, bilden Curvelets [15, 17] oder Shearlets
[11, 21, 22] anisotrope Wavelet-Systeme, d. h. die Konstruktion der Multiskalen-Ana-
lyse geht bei diesen Wavelets nicht aus der Tensorprodukt-Bildung eindimensionaler
Funktionen hervor. So bilden diese Systeme einen Ansatz, Richtungen in den Wave-
lets zu bevorzugen und damit gewisse richtungsbezogene Details auf einer Skale zu
beschreiben.

In dieser Arbeit werden zunéchst in Kapitel 1 diejenigen Begriffe und Eigenschaften in
einer einheitlichen Notation und Begriffsbildung zusammengetragen, die als Grund-
lage der folgenden Kapitel bené6tigt werden. Ausgehend vom Muster (M) und der er-
zeugenden Menge G(M) einer reguldren ganzzahligen Matrix M fiihrt der Abschnitt
1.1 die Smith- und Musternormalform ein und schliefit mit einer Beschreibung aller
diskreten Untergruppen des Torus T¢. Neben den Rdumen L,(T¢) Lebesgue-integrier-
barer Funktionen und den Folgenrdumen /,(Z¢) fiihrt Abschnitt 1.2 Rdume ein, bei
denen die enthaltenen Funktionen ein richtungsbezogenes Abklingverhalten in ih-
ren Fourier-Koeffizienten besitzen und somit eine gewisse Glattheit aufweisen. Mit
Hilfe der diskreten Fourier-Transformation beziiglich des Musters einer Matrix aus
Abschnitt 1.3 definiert Abschnitt 1.4 translationsinvariante Raume beziiglich Trans-
lation auf dem Muster und trédgt deren Eigenschaften im Lemma 1.23 zusammen. In
Abschnitt 1.5 dienen diese Rdume als Grundlage fiir die periodische, anisotrope Mul-
tiskalen-Analyse ({J}i>0, {V;};>0) und die dazugehdrige Wavelet-Transformation
periodischer Funktionen. Fiir den Spezialfall einer dyadischen Multiskalen-Analyse
wird abschliefiend eine explizite Konstruktionsmethode der dazugehorigen Wavelets
vorgestellt.

Kapitel 2 betrachtet die Losbarkeit des Interpolations-Problems auf Mustern (M)
und eine Verallgemeinerung der in[46] eingefiihrten periodischen Strang-Fix-Bedin-
gungen, die anisotropen Strang-Fix-Bedingungen. Mit diesen ist es moglich, die Ap-
proximationseigenschaften aus [55] aus dem Tensorprodukt-Fall auf allgemeine Ma-
trizen zu ibertragen. Dabei ergibt sich eine Fehlerabschitzung fiir die Interpolation,
welche die Glattheit des Fundamentalinterpolanten entlang verschiedener Richtun-
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genin Verbindung setzt mit dessen Interpolationsfehler fiir gewisse Funktionen f, die
ebenso einer gewissen Richtungsglattheit unterliegen.

Fiir die in den Abschnitten 1.3 und 1.5 eingefiihrte Fourier- und Wavelet-Transforma-
tion auf dem Muster bzw. in translationsinvarianten Raumen beziiglich des Musters
beschreibt Kapitel 3 schnelle Algorithmen, die bereits in [2] veroffentlicht wurden. Fiir
die Fourier-Transformation beziiglich einer Matrix M lésst sich die Berechnung zu-
rickfithren auf ein Kronecker-Produkt von eindimensionalen Fourier-Matrizen, das
von der Smith-Normalform abhidngt. Mit diesem Ansatz ldsst sich die gleiche Kom-
plexitidt wie bei der eindimensionalen diskreten Fourier-Transformation erreichen,
jedoch ldsst sich die multivariate diskrete Fourier-Transformation vielfiltiger paral-
lelisieren. Fiir diesen schnellen Algorithmus ist eine gewisse Anordnung der Elemen-
te des Musters notwendig, die gleichzeitig Zyklen im Muster charakterisiert und sich
aufdieerzeugende Menge iibertragen ldsst. Mit dieser Anordnung wird es aber ebenso
moglich, fiir die Wavelet-Transformation aus Abschnitt 1.5 einen schnellen Algorith-
mus anzugeben, der im Fourier-Bereich durchgefiihrt die gleiche Komplexitit besitzt
wie die oben genannte eindimensionale Wavelet-Transformation aufder reellen Ach-
se,d. h.lediglichlinear von der Anzahl der Abtastpunkte abhdngt, die in diesem mehr-
dimensionalen Szenario durch den Betrag der Determinante von M gegeben ist.

Kapitel 4 widmet sich einer wesentlichen Eigenschaft der Wavelets, der Lokalisierung.
Zunidchst werden in diesem Kapitel die eindimensionalen de la Vallée Poussin-Mit-
tel eingefiihrt und so formuliert, dass sie mit einem Tensorprodukt-Ansatz selbst fiir
die Konstruktion einer Skalierungsfunktion beziiglich einer Matrix M genutzt wer-
den konnen. Diese als Motivation eingefiihrte Idee eignet sich jedoch nicht fiir Di-
latationsmatrizen, die mit Drehung oder Scherung nicht dieser Tensorprodukt-Idee
folgen. Der allgemeine Fall der de 1a Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen in
Abschnitt 4.2 lasst beliebige Dilatationsmatrizen zu und ermoglicht es zusitzlich, die
Fourier-Koeffizienten der Skalierungsfunktion aus der Abtastung einer beliebig glat-
ten Funktion ¢ zu erhalten. Diese Konstruktion ldsst sich direkt auf die Konstrukti-
on dyadischer Wavelets, den de la Vallée Poussin-artigen Wavelets, {ibertragen, de-
ren Fourier-Koeffizienten ebenfalls als Abtastung einer Funktion entstehen, diein ih-
rer Glattheit mit der Funktion ¢ iibereinstimmt. Mit diesen entsteht in dieser Arbeit
ein erstes periodisches Wavelet-System, das Scherungsmatrizen in der Folge der Dila-
tationsmatrizen einer Multiskalen-Analyse ermdglicht. Darauf aufbauend beschreibt
Abschnitt 4.4 einen schematischen Zugang fiir die Anndherung einer Richtung in der
sukzessiven Auswahl von Teilmustern ausgehend von einem beliebigen Muster. Das
Detail, das in dieser Richtung in den mehrdimensionalen Daten vorkommt, findet



sich dabei in einem Wavelet-Raum wieder. Diese Richtung kann beliebig genau an-
gendhert werden. Illustriert wird dies an zwei Zerlegungen, deren Ausgangsfunktio-
nen Unstetigkeitsstellen in den Richtungsableitungen besitzen. Der Abschnitt 4.5 cha-
rakterisiert die de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen und -Wavelets ab-
héngig von der Funktion g dahingehend, wann fiir die Definition der Skalierungs-
funktion zum Level j nur endlich viele Dilatationsmatrizen fiir die dariiber liegenden
Raume notwendig sind. Damit ist es in gewissen Féllen moglich, multivariate de la
Vallée Poussin-Mittel und -Wavelets anzugeben, also Funktionen, fiir deren Definiti-
on wie im Eindimensionalen lediglich die Dilatation zwischen zwei Skalierungsriu-
men notwendig ist.
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Grundlagen

Im Zentrum dieser Arbeit stehen Funktionen f, ¢ : T¢ — C auf dem d-dimensionalen
Torus T¢ := RY/277Z. Eine andere Darstellung der Faktorgruppe T¢ entsteht aus dem
skalierten, verschobenen Einheitskubus 270, 1]¢ durch Identifikation gegeniiberlie-
gender Seiten, so dass die Betrachtung der Funktion auf dem halboffenen Kubus ent-
steht. Der Torus ldsst sich also auch als T¢ = [—r, 7)¢ schreiben. In Abbildung 1.1 sind
sowohl der 2-Torus als auch eine Funktion auf diesem gezeigt. Die in diesem Kapitel
vorgestellten Resultate finden sich etwa in den Biichern [27, 48, 59, 61] und dem Arti-
kel [29]. Viele der Ergebnisse aus den Dissertationen [46, 50, 55] lassen sich direkt aus
dem Eindimensionalen bzw. dem Tensorprodukt-Fall auf den Fall allgemeiner Ma-
trizen M {iibertragen. Trotzdem sollen in diesem Kapitel die Beweise mit aufgefiihrt
werden und so einem besseren Verstindnis der Grundlagen dienen.

Zunichst werden in Abschnitt 1.1 das Muster (M) und die dazugehorige Mustergrup-
pe (PM), + |pyp) sowie die erzeugende Menge G(M) und die erzeugende Gruppe
(G(M), + |g(M)) eingefiihrt. Wahrend Ersteres zur Abtastung auf dem Torus verendet
wird und die gleichverteilten Punkte auf dem Intervall [, ) ins Mehrdimensionale
verallgemeinert, bildet die zweite Menge die Grundlage zur Beschreibung der mehr-
dimensionalen Frequenzen, die durch bestimmte Muster beschrieben werden kon-
nen. Ein Schwerpunkt liegt dabei auf der Struktur der Mustergruppe bzw. der erzeu-
genden Gruppe und der [somorphie verschiedener Mustergruppen. Damit ist es dann
moglich, alle endlichen Gruppen auf dem Torus zu beschreiben.

Anschlieflend werden in Abschnitt 1.2 Rdume von Funktionen auf dem Torus einge-
fihrt, die verschiedene Glattheitseigenschaften der Funktion und ihrer partiellen Ab-
leitungen charakterisieren. Ein wesentliches Hilfsmittel ist dabei das Abklingverhal-
ten der Koeffizienten in der Fourier-Reihenentwicklung dieser Funktionen. In der vor-
gestellten Allgemeinheit steht die Betrachtung anisotroper Glattheitseigenschaften
im Vordergrund.
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a. Der Torus T?. b. f(x) auf dem Torus geplottet.

Abbildung 1.1. Der 2-Torus und die Funktion f(x) = exp(—20|x|]?), x €
[—m, )%, auf dem Torus geplottet. Die identifizierten Rinder £7 sind
durch eine Linie hervorgehoben.

Aufdem Muster kann, analog zu der klassischen eindimensionalen, eine diskrete Fou-
rier-Transformation betrachtet werden. Diese wird in Abschnitt 1.3 definiert und zur
Charakterisierung der translationsinvarianten Rdume 1} in Abschnitt 1.4 verwendet.
Die Eigenschaften translationsinvarianter Rdume lassen sich damit in Fourier-Koef-
fizienten beschreiben. Dies verallgemeinert sowohl den eindimensionalen, als auch
den Tensorprodukt-Fall auf den anisotropen Fall der Translationsinvarianz auf dem
Muster.

Mit Hilfe der Teilmuster P(N) C 7P(M) aus Abschnitt 1.1 und den daraus gebilde-
ten translationsinvarianten Unterrdumen der Rdume aus Abschnitt 1.4 wird in Ab-
schnitt 1.5 die Multiskalen-Analyse ({J;}x>0, {V;};>0) eingefiihrt. Mit dieser lassen
sich sowohl Wavelets mit ihren Rdumen WW; zu diesen Rdumen V; konstruieren als
auch die Wavelet-Transformation als algorithmische Zerlegung einer Funktion f. Ab-
schliefRend werden fiir den Spezialfall einer dyadischen Multiskalen-Analyse explizi-
te Formeln zur Konstruktion von Wavelets und fiir die Zerlegung vorgestellt. Dies ver-
allgemeinert den eindimensionalen Fall aus [8, 28, 39, 45, 50, 52, 53], der in [55] fiir Dia-
gonalmatrizen und in [34, 40] fiir den Fall einer festen Dilatationsmatrix betrachtet
worden ist. Die hier verwendete Multiskalen-Analyse ({J;}x>0, {V;};>0) basiert auf
den Arbeiten [2, 29], welche verschiedene Dilatationsmatrizen ermoglichen und wird
hier erstmals formell definiert. Fiir eine dyadische Multiskalen-Analyse ({J:}>o0,
{V;};>0), d. h. bei der jeweils | det J;| = 2 gilt, schliefen die Betrachtungen der Kon-
struktion von Wavelets das Kapitel ab.



LI Gitter und multivariate Restklassen

Im Folgenden seien die natiirlichen, ganzen, reellen bzw. komplexen Zahlen mit N,
Z, R bzw. C bezeichnet. Fiir eine beliebige Dimension d € N, iiblicherweise d > 2,
werden Vektoren x = (zy,...,24)' € C%und Folgen ¢ = {¢i}xes einer Indexmen-
ge I C Z?in kleinen fettgedruckten Buchstaben gesetzt. Matrizen M € C?*? sind
die Grof3buchstaben vorbehalten, sie werden ebenso fett gesetzt. Das Skalarprodukt
zweier Vektoren k, h € Z? sei mit k'h := kihy + - + kqhq bezeichnet, mit ||x|[, =
(Jz1P + ... + |xd|p)1/p, 1 < p < oo, die p-Norm des Vektors x € C? und mit ||x||o, =

max {|z1], ..., |zq|} dessen Maximumnorm. Insbesondere bezeichne 1 := (1,...,1)"

. d . . . . .
den Einsvektorund e; := (51%3')/«:1’ j € {1,...,d} den j-ten Einheitsvektor, wobei

5k,j =

1 fallsk =y,
0 sonst

das Kronecker-Symbol bezeichnet.

I.I Gitter und multivariate Restklassen

Gegeben sei eine ganzzahlige Matrix M = (m; ;)¢ ._, € Z?*?. Es bezeichne stets m :=

| det M| den Betrag der Determinante von M. Ist m > 0, so heif3t die Matrix M regulir.
Insbesondere bezeichne E; die Einheitsmatrix, d. h. ¢; ; = d; ;. Dam > 0 ist, existiert
die inverse Matrix M~! € Q¥?, fiir die MM~! = M~'M = E, gilt.

Zu einer Matrix M bezeichne M? die transponierte Matrix von M, die gegeben ist

durch die Eintrige m;; = m;,. Weiter bezeichne A\;(M), ..., A\¢(M) die Eigenwerte,
welche hier in einer betragsmifiig aufsteigenden Reihenfolge gegeben seien, also fiir

i < j gilt [\ (M)] < [\ (M),

Firein N € Nbildet die Menge {0, ..., N — 1} mit der Addition Modulo N eine endli-
che abelsche Gruppe. Die Elemente konnen sowohl als ganze Zahlen als auch als Rest-
klassenreprisentanten der Kongruenzrelation h = k < 32 € Z : h = k + zN gesehen
werden. Im Mehrdimensionalen ldsst sich dies wie folgt verallgemeinern:

Zwei Vektoren h, k € Z¢(bzw. R?) heiflen kongruent beziiglich einer reguliren Matrix
M € 74 d.h.h = k mod M, falls

Jz € Z% : k = h + Mz.
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Weiter bezeichne [k]y; := {h; h = k mod M} die Restklasse von k beziiglich M. Mit
der iiblichen Addition zweier Restklassen [h|n; + [k|n = [h + k] bildet die Menge
aller Restklassen { [k|n ; k € Z?} eine abelsche Gruppe,

({[k]M; ke 2z}, +> =72 /MZ".

Diese Gruppe lisst sich jedoch anstelle iiber die Aquivalenzklassen ebenso iiber ein
Reprisentantensystem von Vektoren betrachten.

Definition I.1.
Gegeben sei eine regulire Matrix M € Z?*?, Eine Menge von Reprisentanten der
Aquivalenzklassen heifdt erzeugende Menge G(M) C Z<, falls

[KlmNGM)| =1, keZ”.

Eine erzeugende Menge G(M) enthilt per Definition genau einen Reprisentanten je-
der Aquivalenzklasse. Es bezeichne o[ : Z¢ — G(M) diejenige Abbildung, welche
einem ganzzahligen Vektor k € Z? den entsprechenden Restklassenreprisentanten
[k]m N G(M) zuordnet. Dann heif3t

(GM), + o) = Z¢/MZ

die erzeugende Gruppe von M. Die Isomorphie folgt aus der Tatsache, dass die addi-
tive Gruppe auf den Aquivalenzklassen ({[k]n ; k € Z?}, +) isomorph zur erzeugen-
den Gruppe (G(M), + |Q(M)) ist.

Es seien weiter die Kronecker-Symbole d, x analog zum Eindimensionalen und

u {1 falls h = k mod M,
Oy 7y, =
h,k

0 sonst

definiert.

Eine andere Sichtweise auf die erzeugenden Gruppe (G(M), + | g(M)) entsteht durch
die Betrachtung des Gitters von M, das gegeben ist durch

AM) :={y e R"; My € 2/} = M 'Z". (1)

Jeder Punkty = M~'z € A(M),z € Z% kann also auch interpretiert werden als
eine ganzzahlige Linearkombination der Spalten von M~!. Somit geniigt es, sich in
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LI Gitter und multivariate Restklassen

der Definition des Gitters A(M) in (1.1) aufy € Q? zu beschrinken. Diese Betrachtung
der Gitter bilden die Grundlage der Geometrie der Zahlen [4, Kapitel 1].

Da fiir z € Z? und ein beliebiges y € A(M) der Term M(z +y) € Z%ist, ist jedes Gitter
1-periodisch und mit der bijektiven Abbildung ¢(o) := M~'o isomorph zum Z“. Die
Aquivalenzklassen

Vg, ={x€ AM); x =y mod E;}, ye€AM),

auf A(M) beziiglich der Einheitsmatrix E, bilden analog zur Gruppe der Aquivalenz-
klassen mod M auf Z? die Gruppe ({[y]g,; y € AM)}, +) = A(M)/Z". Analog zur
erzeugenden Menge G(M) ldsst sich fiir diese Gruppe ebenso eine beliebige Menge an
eindeutigen Repridsentanten betrachten. Das Muster P(M) C A(M) ist definiert als
eine Menge an Gitterpunkten, so dass

[yle, NAM)| =1, y € AM), (1.2)

erfiillt ist. Die Abbildung o[y, : A(M) — (M) ist definiert als diejenige Abbil-
dung, die jedem Punkty € A(M) des Gitters seinen Reprisentanten x € [y|g, N P(M)
zuordnet. Damit entsteht die Mustergruppe (P(M), + |7,(M)) Es gilt die [Isomorphie
(PM), + |7>(M)) =~ A(M)/Z%und mit obiger Abbildung ¢ als Gruppenisomorphismus
ergibt sich

(AM), +[pag) = (GM), +gar)-

Im Vergleich zur erzeugenden Menge G(M) lassen sich fiir das Muster sehr einfach
explizite Reprisentantenmengen angeben. Sei  C R? eine Menge, so dass Pc(M) :=
A(M)NK ein Muster ist. Aufgrund der Kongruenz bzgl. E;ist etwa mit X = x+[0, 1)<,

x € RY, stets ein Muster definiert. Insbesondere bezeichne mit Q; := [—3, 1)

Pr(M) :=AM)N[0,1)? und Ps(M):=AM)N Qy (1.3)

das Muster des Einheitskubus und des um x = —%1 verschobenen Einheitskubus. Mit
dem Gruppenisomorphismus ¢ ist

Gc(M) ;= MPc(M) = {k; k =My, y € Pc(M)}

I1



1 Grundlagen

eine erzeugende Menge und insbesondere entstehen die zwei expliziten erzeugenden
Mengen

G/(M) :=MP(M) und Gg(M) := MPs(M).

Eine andere Darstellung entsteht, setzt man in dieser Definition die Gleichung (1.3)
ein. Die erzeugende Menge G;(M) = M[0, 1)?N Z< enthilt also alle ganzzahligen Vek-
toren innerhalb des von M0, 1)¢ aufgespannten Parallelotops. Mit [3, Lemma I1.7] gilt

[PM)| = |G(M)| = m.

Im Eindimensionalen entspricht die erzeugende Gruppe (G;(N), + |QI(N))’ N € N,
der iiblichen Restklassenrepriasentantenmenge beziiglich der Kongruenz modulo N
mit der erzeugenden Menge G;(N) = {0,1,..., N — 1}. Das Muster Ps(/N) wird ge-
bildet von den gleichmiRig verteilten Punkten {—%,—1 + +,...,3 — 1 }. Die dazu-
gehorigen Gruppen sind iiber die Abbildung ¢ = N (o + %) isomorph. Die zyklischen
Gruppen seien zur besseren Unterscheidbarkeit mit C,, = (g 1(n), + ’gf(n))7 n € N,

bezeichnet.

Die Smith-Normalform

Zur Charakterisierung verschiedener Muster (M) und erzeugender Mengen G(M)
werden Normalformen benétigt. Eine erste Charakterisierung, die auf den eindimen-
sionalen Restklassen basiert, liefert die

Definition 1.2 (Smith-Normalform).
Fiir eine regulidre Matrix M € Z9* heifdt eine Zerlegung

M= QER, R,E, Qe z% (1.4)
mit |[det R| = |det Q| = 1und E = diag(ey, ..., eq) Smith-Normalform der Matrix M,
wobei E die Diagonalmatrix der Elementarteilere; € N, j = 1,...,d, mitejlejy1, 5 =
1,...,d—1,1ist.

Der Satz iber Elementarteiler [27, S. 242] liefert die Existenz der Smith-Normalform
und die Eindeutigkeit der Matrix E. Die beiden Matrizen R, Q beschreiben Koordina-
tentransformationen, somit ist

(Q(M), +’g(1v1)) = (Q(E)7 +’Q(E))'
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LI Gitter und multivariate Restklassen

Die transponierte Matrix besitzt wegen MT = RTYEQ" die gleichen Elementarteiler
wie die Matrix M. Fiir eine Diagonalmatrix E wie in Definition 1.2 ist die erzeugende
Gruppe (G(E), + |Q(E)) offensichtlich darstellbar als direktes Produkt der zyklischen
Gruppen C,, . ..,C.,. Das direkte Produkt zweier Gruppen C;, C; sei mit C; ® Cs be-
zeichnet. Somit gelten folgende Isomorphismen

(G(M), + |g(1v1)) = (G(E), + |g(E)) >~ (G(M'), + |g(MT))
= (PMY), + ‘P(MT)) ~ (ME), + |7>(E)) (1.5)
(P(M)a + |7D(M)) = Cs1 - CEd'

112

Die Musternormalform

Eine weitere Klassifizierung bietet die Betrachtung moglicher Zerlegungen eines Git-
ters A(M), der sogenannten Teilgitter.

Theorem 1.3.

Gegeben seien zwei regulire Matrizen M, N € Z%*?, Dann ist A(IN) ein Teilgitter von
A(M), d. h. es gilt A(N) C A(M), genau dann, wenn eine reguldre Matrix J € Z*4
existiert, so dass M = JNN ist.

Beweis. Angenommen es existiert eine regulire Matrix J € Z%*?¢ so dass M = JN
erfiilltist. Es gilt fiir einen Punkty € A(IN), dass Ny € Z?und somit My = JNy € Z.
Deshalb ist jedes y € A(N) auch in A(M) enthalten.

Angenommen A(N) C A(M). Dann gilt fiir jedes y € A(N), dass ein z € Z? existiert,
sodass My = MN 'z € Z4 erfiilltist. Da A(N) = N~'Z? gilt also fiirallez € Z?, dass
MN !z € Z?und somit, dass mit J := MN~! € Z%*? die Existenz gezeigt ist. N

Ist A(N) € A(M), so gilt dies auch fiir die Restklassenrepridsentanten, von denen sich
fur jedes y € P(N) eine Restklasse [x|g,, x € P(M), finden lésst, so dass [y|g, = [X|g,
ist. Somit gilt die Teilmengen-Eigenschaft in diesem Sinne auch fiir die Muster, die
kurz mit P(N) C P(M) bezeichnet sei. Sind beide Muster beziiglich des gleichen K
gegeben, so ist dies die iibliche Teilmengenbeziehung.

Korollari.g.
Fiir zwei regulire Matrizen M, N € Z%*? gilt A(N) = A(M) genau dann, wenn die
reguldre Matrix J aus Theorem 1.3 die Eigenschaft | det J| = 1 erfiillt.

13



1 Grundlagen

Beweis. Mit Theorem 1.3 gelten A(M) C A(N) und A(N) C A(M) genau dann, wenn
J=MN-! e zZ™>yundJ~! = NM~! € Z¥?erfiillt sind. Dies ist die Aussage | det J| =
L. O

Weiter lassen sich die Elemente eines Musters eindeutig durch Verschiebungen eines
Teilmusters adressieren, es gilt folgendes

Lemma1.5.
Gegeben seien zwei regulidre Matrizen M, N € Z¥?mit M = JN,J € Z%? Dann
gilt:

Fiir jedesy € P(M) existieren eindeutige Elemente x € P(N), z € P(J), so dass

y = (x+ N_lz) ‘P(M) .

Beweis. Esgilt A(M) = A(JN) = N~1J~1Z? = N~'A(J). Aus der 1-Periodizitit eines
jeden Musters folgt mit A(E,) = Z¢ weiter

AI) = | AEd) +2,
zeP(J)
zusammen also
AM)= | N'AEg) +N'z= [ ] AN)+N 'z
zeP(J) zeP(J)

Die Eindeutigkeit folgt aus der Disjunktheit der Mengen in der Vereinigung, denn we-
genz € P(J) gilt N~1z € P(N) genau dann, wenn z = 0| p)- O

Wendet man Lemma1.5auf P(M7) an, so folgt auRerdem: Fiir jedes Elementh € G(M™)
existieren eindeutige Elemente k € G(N71), g € G(J1), so dass

h = (k+NTg)| g, (L.6)

Um gleiche Gitter und somit gleiche Muster Pic(M) = P¢(N) fiir eine feste Menge I C
R? zu charakterisieren, sei die Relation ~  definiert durch M ~ N genaudann, wenn
A(M) = A(N). Die Relation ~, ist wegen Korollar 1.4 mit J = E, reflexiv. Analog
folgen Symmetrie und Transitivitit, d. h. ~ ist eine Aquivalenzrelation.
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Definition 1.6 (Musternormalform).

Eine ganzzahlige reguldre Matrix M = (mi7j)f’j:1 € 7% liegt in Musternormalform
vor, falls sie eine obere Dreiecksmatrixistund 0 < m;; < m; firl < i < j < d
erfiillt ist.

Theorem 1.7.
Seien M, N € Z%*4 regulidre Matrizen. Dann gelten folgende Aussagen:

a) Zujeder Matrix M existiert genau eine Matrix M° in Musternormalform, mit M ~j
M° und

b) M ~; N & M° = N°.

Beweis. Die Aussage a) folgt aus der Tatsache, dass sich das Gauf3sche Eliminations-
verfahren, welches die Matrix M in eine obere Dreiecksmatrix iiberfiihrt, unter Ver-
wendung des euklidischen Algorithmus, der fiir zwei natiirliche Zahlen den grofiten
gemeinsamen Teiler berechnet, auf der Menge Z der ganzen Zahlen anwenden ldsst.
Anschlieffend kann durch Addition eines ganzzahligen Vielfachen der zweiten Zeile
zur ersten m; o < Mg erreicht werden. Analog ist dies fiir die Eintridge m; 3 und mg 3
durch Addition der dritten Zeile zur ersten und zweiten mdéglich. Die entstandene Ma-
trix M° steht beziiglich ~, in Relation, denn jeder Schritt des Verfahrens lisst sich als
Multiplikation von links mit einer ganzzahligen Matrix J, | det J| = 1, beschreiben.

Stehen zwei regulidre Matrizen M, N € Z%*¢in Musternormalform zueinander in Re-
lation, dann erzeugen sie das gleiche Gitter, erfiillen also den Zusammenhang, dass
M = JN mit |det J| = 1 gilt, wobei J = MIN~! € Z*? ebenso eine obere Dreiecks-
matrix ist. Somit besteht die Hauptdiagonale von J aus dem 1-Vektor und alle anderen
Elemente sind wegen der Musternormalform von M und N positiv, jedoch kleiner als
I. Aufgrund der Ganzzahligkeit von J folgt J = E; und somit die Eindeutigkeit der
Musternormalform M°.

Die Aussage b) folgt aus a),dennda M ~, M°und N ~, N° gelten, folgt die Riickrich-
tung aus der Transitivitét. Sei M ~, N, dannist M ~, N° aufgrund der Transitivitit.
Somit folgt M° = N° aus der Eindeutigkeit in a). O
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Vollstandigkeit

Jedes Muster P(M) einer reguliren Matrix M € Z%* bildet eine endliche additive
Untergruppe der Quotientengruppe R?/Z¢. Es gilt jedoch auch die Umkehrung, dass
jede endliche additive Untergruppe identisch zum Muster P(M) einer reguldren Ma-
trix M € Z9*4ist. Diese Tatsache wurde im Kontext der Muster bisher nicht betrachtet
und wird hier somit erstmals formuliert und bewiesen.

Theorem 1.8.
Gegeben sei eine Menge N = {y,,...,y,,} C R% m > 0,sodass (N, + mod E,) eine
abelsche Gruppe ist.

Dann existiert eine regulire Matrix M € Z%*? so dass N’ = P(M) ist.

Beweis. Die Gruppe (N , + mod Ed) kann als eine Untergruppe der Quotientengruppe
R?/Z? aufgefasst werden. Sei

N =2+ N ={y+z;yeN, zecZ} cR.

Da die Menge N endlich ist und insbesondere keine Hiaufungspunkte besitzt, besitzt
auch N C R? keine Hiufungspunkte. Nach [19, Kapitel VI, Hilfssatz 1.1] existieren fiir
N’ C R?linear unabhiingige Vektorenny, ..., n, € R? k < d, so dass

k k
N'=> "In; = {xeRd; x=> \nj, )\jEZ,jzl,...,k}.
j=1 j=1

Es seik € Z? NN das neutrale Element der abelschen Gruppe (N, + mod E;). Wegen
k € NistZ? C N/, somitiste; € N’,j = 1,...,d, und darum k = d. Die Matrix
N = (ni,...,ng) ist regulér. Es gilt

N =NZ'={xeR?;x=Nz, zcZ'={xecR N'xecz.

Wegen Z? C N gilt insbesondere N~'e; € Z¢, j =1,...,d. Mitder WahlM = N~! €
7% ist mit (1.1) das Gitter A(M) = N’ und nach (1.3) folgt die Aussage des Satzes. [J

Ausgehend von der Musternormalform gibt [29, Lemma 2.6] die Anzahl moglicher
Muster fiir einen festen Betrag m > 0 der Determinante an. Mit Theorem 1.8 charak-
terisiert dies auch die Anzahl Punktmengen, mit denen eine endliche additive Unter-
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LI Gitter und multivariate Restklassen

gruppe auf dem Torus gebildet werden kann. Die Smith-Normalform hingegen gibt
an, wie viele mogliche Gruppenstrukturen es gibt, ndmlich so viele, wie es Faktori-
sierungen vom m in Elementarteiler gibt. Verschiedene Matrizen konnen das gleiche
Muster besitzen, was genau dann der Fall ist, wenn ihre Musternormalformen iden-
tisch sind. Weiter konnen jedoch auch zwei Muster unterschiedlicher Musternormal-
formen die gleiche Gruppenstruktur in ihren Mustergruppen aufweisen. Dies ist ge-
nau dann der Fall, wenn die Elementarteiler beider Matrizen {ibereinstimmen.

Ein schneller Algorithmus zur Mustererzeugung

Dadie Menge der Musternormalformen eine Menge von Aquivalenzklassenreprisen-
tanten bzgl. ~, ist, charakterisieren diese die mdglichen Muster. Der folgende, hier
erstmals formulierte Algorithmus gibt eine Moglichkeit zur schnellen Erzeugung der
Musterpunkte einer Matrix in Musternormalform an.

Lemma 1.9 (Musterkonstruktion).

Sei eine regulire Matrix M € Z**? gegeben und M° = (mj;){,_, die dazugehorige
Musternormalform. Dann ist der Abstand zweier Punkte x,y des Musters Ps(M) in
ihrer i-ten Komponente |y; — ;| > m;;. Fiir jedes y € Ps(M) existiert ein x € P(M),

so dass in eben genannter Ungleichung die Gleichheit gilt.

Beweis. Da M ~, MP° gilt, ist Ps(M) = Ps(M?). Der Beweis folgt dann per Induktion
tberi € {1,...,d}:

Fiir y, gilt die Aussage, denn es gilt fiireiny € Qg

1 1 1 1 m§,—1
M°y)y€Z Sy €4 —=, —= = dd ,
2 2 mdd 2 mdd

I

da M° eine obere Dreiecksmatrix ist. Fiir feste Werte y4, yq—1, ..., ¥a—j+1 hat ys_;, j €
{1,...,d — 1}, die Gestalt

j—1
a
Yaj =+ Z Ya—iMd—jd—i, @ € L,
d_]7d_] =1
wobei in dieser Gestalt a derart eingeschrinkt wird, dass y,_; € [—3,3) ist. Dabei

héingt die hintere Summe jedoch nicht von a ab und es folgt die Aussage. [
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b. gs(MT) und gs(NT).

Abbildung 1.2. Fiir die Matrizen M, N mit M = JN aus Beispiel 1.10
sind die Muster Ps(N) C Ps(M) in a) und die erzeugenden Mengen
Gs(NT) C Gg(M?) der transponierten Matrizen in b) dargestellt.

Beginnt man mit der Konstruktion bei y,, lassen sich alle Punkte auf der x;-Achse in
O(mg,q) Operationen bestimmen und darauf aufbauend alle Punkte in der z4-24_1-
Ebene in weiteren O(mg_1 4—1mqq) Operationen. Setzt man dies iterativ fort, benotigt
der Algorithmus O(md) Rechenschritte, wobei hier die Konstante in der O-Notation
nicht von d abhingt. Dies verbessert das Resultat aus [26, Abschnitt 5.2], wo ein Al-
gorithmus der Komplexitit O(m?) prisentiert wird. Weder fiir die Uberfiihrung ei-
ner Matrix M in ihre Musternormalform M° noch fiir die Berechnung der Elemente
y € Ps(M) ist es hier notwendig, die Smith-Normalform (1.4) zu berechnen.

Fiir die erzeugende Menge Gs(M) ist dieser Algorithmus ebenso anwendbar, entwe-
der indem durch Multiplikation aller Formeln mit M ein analoger Algorithmus im-
plementiert wird oder durch Berechnung der Elemente des Musters Ps(M) und eine
anschliefende Multiplikation aller Vektoreny € Pg(M) mit M.

Analog lasst sich diese Konstruktion auf eine beliebige kompakte, zusammenhingen-
de Menge K C R? erweitern, indem die Grenzen, die in der obigen Ausfiihrung stets
+3 sind, entsprechend angepasst werden.

Beispiel 1.10.

Gegeben sei die Matrix M = (14 2). Sie besitzt die Elementarteilere; = 2und e, = 64.
Die Musternormalform lautet M° = (3 2¢). Das Muster Ps(M) und die erzeugende
Gruppe Gs(M™) sind in Abbildung 1.2 dargestellt. Fiir das Teilmuster der Matrix N
der Zerlegung M = JN = (29)( % ?) sind in Abbildung 1.2 ebenso Muster und er-
zeugende Menge dargestellt.
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1.2 Rdume periodischer Funktionen

Der Banach-Raum der p-Lebesgue-integrierbaren periodischen Funktionen ist gege-
ben durch

LT = {f: T = C; ||f | Ly(TY)|| < o0}, 1<p< o0, (1.7)

mit der Norm

( / }f ‘pdx> " falls 1 < p < o0,
1f | Lp(TY)|] = 27)¢

ess-sup | f(x falls p = oo,
xeTd
wobei fiir die Norm verkiirzend die Schreibweise || f | L,|| = ||f | L,(T%)|| verwendet

wird. Wie iiblich sind die Elemente des Raumes L, (T?) Aquivalenzklassen von Funk-
tionen, die im Sinne des Lebesgue-Mafies fast-iiberall identisch sind. Die Elemente
f € L,(T?) werden in dieser Arbeit der Einfachheit halber Funktionen genannt.

Fiir eine Funktion f € L;(T?) sind die Fourier-Koeffizienten cy( f) definiert durch

1

L f( e K xdx, ke Z% (1.8)

ck(f) =

Die Folge der Fourier-Koeffizienten sei bezeichnet mit c(f) = {ck(f) }xeza-

Von besonderer Bedeutung ist der Fall p = 2, denn der Raum Lo (T¢) ist mit dem Skalar-
produkt

1 -
(g = o [, £000T0

ein Hilbert-Raum, wobei z das konjugiert Komplexe von z € Cbezeichne. Die Fourier-
Koeffizienten lassen sich dort beschreiben durch ¢ (f) = (f, eikT"). Da die Monome
elk'° k € Z¢, eine orthonormale Basis des L,(T¢) bilden, gilt fiir f € Ly(T9)

F=> adlf)e* . (1.9)
Die Summe auf der rechten Seite in (1.9) heif3t Fourier-Reihe von f.
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Analog zu den L,-Rdumen sei fiir den diskreten Fall der Banach-Raum der ¢-sum-
mierbaren Folgen /,(X) auf einer Indexmenge X C Z¢ definiert durch

0(X) = {{achker : [ocheer | (X)) < 00}, 1<q <o (1.10)

mit der Norm

(Z\c |q)1/q falls 1 <
k alls 1 < g < o0,

H{ewheen | £g(X)] == q Meex

sup |cx| falls ¢ = cc.
KeX

Da die Indexmenge in der Norm gegeben ist, findet die Kurzschreibweise ||c | £,(X)]|
hiufig Verwendung. Fiir ¥ = Z¢ wird diese verkiirzt zu ||c | {,]| = ||c | {,(Z%)].

Fiir p = ¢ = 2 gilt die Parsevalsche Gleichung: Seien f, g € Ly(T?) und die Folgen der
Fourier-Koeffizienten bezeichnet mit c(f) = {ck(f)}, ;. und c(9) = {cx(9)},pa
dann gilt

(f,9) = (e()se@))e = Y el Hexlg). (1.11)

keZd

Somit sind insbesondere mit f = g wegen

11 Lafl = lle(f) [ Lo (1.12)
die Rdume Lo(T%) und ¢»(Z?) isomorph.

Esbezeichne A(T¢) die Wiener-Algebra der Funktionen mit absolut konvergenter Fou-
rier-Koeffizienten-Folge, d. h.

A(TY) = {f T4 Cs || A = Z lex(f)] < oo} (1.13)

keZd

Weiter bezeichne C'(T?) den Banach-Raum der 27-periodischen stetigen Funktionen
auf dem Torus T¢ mit der Maximumnorm || f | C(T9)|| := max f (x). Aus der absoluten
x€T

Konvergenz der Fourier-Reihe von f folgt mit dem Weierstraf3schen Majorantenkri-

terium fiir Funktionenfolgen die gleichmiflige Konvergenz und somit die Stetigkeit
von f, also ist A(T9) c C(T%).
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Fiir ein festes j € {1,...,d} und eine Funktion f € A(T?), deren partielle Ableitung
o2 f € A(T?)ist, gilt mith = (0,...,0,h;,0,... 00" € R h; +# 0, dass

c(f(o—h)) —alf) _ (‘thk_1> alf) " ikjef), k ez

h; h;

Die Fourier-Koeffizienten der partiellen Ableitungen von f lassen sich also durch die
Fourier-Koeffizienten von f ausdriicken:

Cx (%f) =ikja(f), kezs
J

Es bezeichne Vf := ( 82] f ) den Vektor aller partiellen ersten Ableitungen. Sind

diese stetig, ldsst sich die Ableltung in Richtung v € R, ||v||2 = 1, auch schreiben als

if_ va_il: ‘if (1.14)
vl =7 _j_lvjaxj' 14

Betrachtet man fur eine Funktion f € A(T?), deren erste und zweite partielle Ab-
leitungen 90, a7,005 (%k f in A(T?) sind, die zweifache Richtungsableitung a%a% f mit
v,w € R%, ||v||2 = ||w|l2 = 1, so gilt

d d
g 0 , 8 Wl 0?
v ow 6V Vi) ZZU &ijk

7j=1 k=1

und somit folgt

0 0
o (gt ) =~ )
Liegen v und w beispielsweise in der ;-7 ;-Ebene, so geniigt es, wenn mindestens die
beiden dazugehérigen Richtungsableitungen in A(T?) liegen. Die Glattheit in z;- und
z;-Richtung spiegelt sich dann im Abklingverhalten der Fourier-Koeffizienten ck( f)
wieder. Diese Idee fithrt auf die Definition der Bessel-Potential- oder L,-Sobolev-Rdume.
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Definition 1.11 (L,-Sobolev-Rédume).
Seien1 < p < oound o € R. Der Sobolev-Raum H¢(T?) der Ordnung « ist definiert
durch

HﬂWG:{femm%AUU$n<m}
mit der Norm

11 HS | = L

31+ KB el f)e*

keZd

In Analogie zur Parsevalschen Gleichung und den /,-Rdumen lassen sich Rdume von
Funktionen definieren, bei denen die Eigenschaften auf den jeweiligen Folgen der Fou-
rier-Koeffizienten der Funktionen beruhen.

Definition 1.12.
Esseien 1 < ¢ < ocound o € R. Der Raum Ag(Td) der Ordnung « ist gegeben als

Aﬂww={f6hwﬂ;WLﬁn<w}
mit

L TAGI = [+ 1l3)* 2w () eezal €]

Diese Rdume sind auch als isotrope Funktionenrdaume bekannt. Die Isotropie kann
durch die Niveaulinien des Gewichtes agd(k) .= (1 + ||k||3)*/? verdeutlicht werden.
Das Gewicht bildet in den Niveaulinien der ganzen Zahlen konzentrische Kreise, vgl.
Abbildung 1.3 a). Diese liegen um so dichter, je grofier o gewéhlt wird. Sie erzwingen
so ein gewisses gleichmifiiges Abklingverhalten aller Fourier-Koeffizienten. Im Kon-
trast dazu stehen die Rdume gemischt dominierter Glattheit, bei denen die Koordi-
natenrichtungen unterschiedlich gewichtet werden, siehe [48, Kapitel 4], allerdings
orientieren sich auch diese an den Koordinatenachsen. Fiir weitere Charakterisierun-
gen, wie Einbettungssitze dieser isotropen linearen Folgenrdume, siehe [55, Kapitel 1]
und [51].

Es bezeichne |M]||; := n‘1ax ||Mx|| die Spektralnorm der Matrix M.

[[xl2=1
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1.2 Rdume periodischer Funktionen

x‘/ T
P

N
kﬂ
%jH

a.or(k). b. o) (k) mit M aus Beispiel 1.10.

Abbildung 1.3. Die Niveaulinien o)(k) = a, a € {2,3,4,5}, verdeutli-
chen das Abklingverhalten, das die elliptische Gewichtsfunktion mo-
delliert. Fiir den Fall, dass M = E, ist, entsteht der klassische, isotrope
Fall in a), andernfalls elliptische Niveaulinien in b).

Definition 1.13 (Elliptische Gewichtsfunktion).
Fiir eine regulire Matrix M € Z%und 3 € R ist die elliptische Gewichtsfunktion o'
gegeben durch

. 8/2
o' (k) = (1+ [MIBIM™K[3)"",  kez

Ist die Matrix aus dem Kontext klar, so wird die verkiirzte Schreibweise 03 := 0%4
verwendet. Der Name entstammt der bildlichen Erkldrung des anisotropen Falles, der
im Zweidimensionalen elliptische Niveaulinien hervorbringt, siehe Abbildung 1.3 b).
Dort sind fiir die Matrix M = (14 9) aus Beispiel 1.10 die Niveaulinien der Gewichts-
funktion 0}!(k) dargestellt.

In der Tat ist die Gewichtsfunktion alﬁw unabhingig von der Skalierung der Matrix M.
Dies zeigt das folgende

Lemma 1.14.
Fiir eine regulidre Matrix M € Z?*?und o, 8 € R, o # 0, gilt

o5 (k) =og™M(k), keZ” (1.15)

Beweis. Die Aussage folgt aus der Definition der elliptischen Gewichtsfunktion alﬁ\/l und
der Tatsache, dass (M)~ T = o !M~Tist. ]
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1 Grundlagen

Lemma 1.15.
Fiir eine reguldre Matrix M € Z%*¢ mit || M|, > 2 und eine elliptische Gewichtsfunk-

M mit nichtnegativem o € R gilt

tion o,

oMk +MT'z) < |M||5oM(k)oM(z), fiirk,z € Z° (1.16)

«

Beweis. Es gilt die Gleichung 2 < |[M||s = /A¢(MTM), wobei \y(MTM) der grofite
Eigenwert des Matrixproduktes MM ist. Fiir z = 0 oder k = O gilt die Aussage. Fiir
k,z # 0 gilt mit der Dreiecks-Ungleichung und der Submultiplikativitdt der Spektral-
norm weiter

oM(k + M"z)
= (1+ |IMI3IM ™ (k + MT2)|5)*
< (IS (1 + VK3 + 2 M ko 2]z + [12]13)°7%.

Es gelten | M||2||M~Tk|2 > 1, ||z[l2 > 1und ||M||5 > 2. Somit folgt

oMk + MTz2)
< VIS (L + (M K3+ IV M3 213 + [TV 5)2
< M3 (1 + MM TR)/2(1 + M3V T2 l2)?
= IM|l305" (k)og (2). O]

«

Damit lassen sich nun Rdume von Funktionen mit Abklingverhalten definieren.

Definition 1.16.
Gegeben seien eine regulidre Matrix M € Z%*? 3 € R und ein Exponent ¢ > 1. Dann
ist der Raum AlﬂvI , definiert durch

Ay (1) = { € LT ||| Afg, || < o0}
mit der Norm

11 ARg gl = o5 () ez | ol

Die Rdume Aﬁ,l, q(Td) verallgemeinern die Rdume periodischer Funktionen aus Defi-
nition 1.2 in [55]. Dort wird durch die Norm | k||, ein kreisformiges Abklingverhal-
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1.3 Die diskrete Fourier-Transformation auf dem Muster P(M)

ten der Fourier-Koeffizienten ci( f) modelliert. Durch die Einfithrung der Anisotropie
bzgl. der Matrix M entsteht in den Rdumen Aﬁ/l, q(Td) ein Abklingverhalten, bei dem
die Ellipsoide der Niveaulinien durch die Matrix M beschrieben werden. Im Spezial-
fall, dass die Matrix M = vE,;, v € R\{0}, ist, entstehen die Rdume aus Definition 1.2

in [55].

1.3 Die diskrete Fourier-Transformation auf dem Muster

AM)

Aus den diskreten Werten einer Abtastung der Funktion f € C(T?) lassen sich die
Fourier-Koeffizienten ¢ (f) aus (1.8) approximieren. Dazu sei M € Z?*? eine regulire
Matrix, dann sind die diskreten Fourier-Koeffizienten cM(f), h € Z? definiert durch

A(f) := % Z )f(27ry)e_2”ihTy ~ cn(f). (1.17)

yePM

Das Integral aus Gleichung (1.8) wird hier durch die Trapezregel auf den skalierten
Musterpunkten 27y, y € P(M), approximiert. Aufgrund der Periodizitit von f ist
diese identisch zur multivariaten Rechteck- oder Gitter-Regel, siehe [54, Kapitel 2].
AufRerdem ist das Volumen des Parallelotops M~'[0, 1)? nach [3, LemmaI1.7] als - be-
kannt.

Fiir eine regulidre Matrix M € Z%*9 h € G(M"),y € P(M), und ein z € Z< gilt

e?ﬂ'ihTy _ eZﬂ'i(h—f—MTz)Ty _ e27rihT(y+z)

)

dennday € P(M) ist, folgt zZ’My € Zund somit ist ¢2™# MY = 1. Dje zweite Gleich-
heit folgt,da h, z ¢ Z.

Die Definition der diskreten Fourier-Koeflizienten (1.17) hingt daher nicht von der
Wahl des jeweiligen Reprisentanten' y € (M) der dazugehérigen Aquivalenzklasse
[x]m, x € A(M), ab. Analog gilt dies auch fiir die Elemente h der erzeugenden Menge
G(M™) und deren Aquivalenzklassen [k, k € Z%.

Fiir eine reguldre Matrix M € Z?*? und ein k € Z¢ gilt nach [54, Lemma 2.7]

> kY — gt (1.18)
yePM)
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1 Grundlagen

Fiir die diskreten Fourier-Koeffizienten c'!( f) gilt das

Lemma 1.17 (Aliasing Formel).
Sei f € A(T?) und M € Z%*? eine regulire Matrix. Dann gilt

al(f) = aumra(f), keZ

zcZ4

Beweis. Entwickelt man in (1.17) die Funktion f in einem Punkt 27y, y € P(M), in ihre
Fourier-Reihe, so erhélt man aufgrund der absoluten Konvergenz der Fourier-Reihe

— % Z (Z Ch(f)ethTy> e—27rikTy

yEP(M) \heZd

— % Z en(f) Z o~ 2mi(k—h)Ty

hezd yEP(M)

= Z Ciermrz(f)- (1.19)

zcZ4

Die letzte Gleichheit ergibt sich daraus, dass die Summe iiber y sich zu m ergibt, falls
k = h mod M" und andernfalls verschwindet, siche Gleichung (1.18). O

Diese letzte Summe in (1.19) wird auch Bracket-Summe genannt und mit

el = HexF) heezly =Y ehemara(f)

zcZ4

bezeichnet.

Aus der Aliasing-Formel ergibt sich, dass die diskreten Fourier-Koeffizienten c}!( f)
periodisch sind, in dem Sinne, dass fiir h,z € Z? die Gleichheit ¢}'!(f) = chM+MTZ( f)
gilt. Damit gentigt es, die diskreten Fourier-Koeffizienten aus (1.17) lediglich auf einer
erzeugenden Menge G(M") zu betrachten. Die Periodizitit charakterisiert die Abbil-
dung von den Abtastwerten auf die diskreten Fourier-Koeffizienten als eine endliche
Transformation (f(2my))yepn) — (' )negr), die sich allgemein formulieren lisst
durch die
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1.3 Die diskrete Fourier-Transformation auf dem Muster P(M)

Definition 1.18 (Fourier-Matrix).
Gegeben sei eine regulire Matrix M € Z?*?, Dann ist die Fourier-Matrix F (M) definiert
durch

F(M) := L

—27rihTy) Qmxm 1.20
vm (e heG(MT),yeP(M) © ' (1.20)

Dabei hingt die Matrix F (M) sowohl von der Anordnung der Elemente in der erzeu-
genden Menge G(M™), welche die Zeilen adressieren als auch von der Anordnung der
Elemente des Musters P(M) fiir die Spalten ab.

Sei E die Diagonalmatrix der Smith-Normalform aus Gleichung (1.4). Aufgrund der
Isomorphismen (1.5) existiert sowohl eine Permutations-Matrix Py, welche die Indi-
zesy € P(M) derart umsortiert, dass sie der kanonischen Reihenfolge in P(E) ent-
sprechen, als auch eine Matrix Py,, welche die Umordnung der Elemente h € G(MT)
in die kanonische Reihenfolge in G(E) beschreibt. Eine genauere Betrachtung der Per-
mutations-Matrizen Py, Py, ist fiir dieImplementierung und insbesondere fiir die Lauf-
zeit des Algorithmus der schnellen Fourier-Transformation von wesentlicher Bedeu-
tung. Diesem Aspekt der Fourier-Matrix /(M) widmet sich das Kapitel 3.

Fiir die Fourier-Matrix F (E) lasst sich die Idee des Row-Column-Algorithmus [16] di-
rekt schreiben als

FM) =PoF(E)Py =PnF,, @ @ F, Py, (1.21)

. _oiklyn—1 . . . . . .
wobei F,, = \/Lﬁ(e 2mis, )k =g € €™, n € N, die eindimensionale Fourier-Matrix und

® das Kronecker-Produkt zweier Matrizen bezeichnet. Es gilt mit den Rechenregeln
des Kronecker-Produktes [57, S. 12] und wegen P{ Py, = Py Py = Eg, dass

FM) L = F(M) .

Sind weiter die erzeugende Menge G(M?") und das Muster P(M) in gleicher Reihen-
folge angeordnet, d. h. ist P, = P!, soist wegen Pl = P! und P} = P} auch
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1 Grundlagen

Fiir einen Vektor a = (ay)ycpm), dessen Anordnung mit derjenigen der Spalten der
Fourier-Matrix 7 (M) ibereinstimmt, ist die diskrete Fourier-Transformation beziig-
lich M gegeben durch

a:.= ( )heg MT) \/_F( )a S Cm,

wobei & = (an)negour) die gleiche Reihenfolge der Elemente aufweist wie die Zeilen
der Fourier-Matrix F(M). Sind die Werte ay,y € P(M), durch a, = f(27y) gegeben,
so ist mit (1.17) und Lemma 1.17 ap, = ~p'(f), h € G(M™).

Seia = (ay) € C™ Vektor der Lange m. Dann heifdt die Matrix

yEPM)

circa := e cmxm (1.22)

(ay_x|7>(M))x,y€P(M)

zirkulante Matrix.

Lemma 1.19.
Eine zirkulante Matrix circ a 1dsst sich mit Hilfe der Fourier-Matrix F (M) diagonali-
sieren. Es gilt

circa = F(M)! diaga F(M).

Beweis. Fiir die Eintrége der Matrix B = (b ), keG(MT) = F(M) circa F(M)? gilt

1 T o T
bh7k - E : e27r1h X E ax—y| e 2rik*y
m P(M)

xeP(M) yEP(M)

Mit der Substitution w = x — y folgt

1 T o T
bh,k _ E E : eth x E U 2nik” (x—w)

xeP(M) weP(M)
_ 1 —2nikTw 2mi(h— k
= D e 2. ©

weP(M) xeP(M)

Die erste Summe entspricht einer Zeile aus (1.20) und mit Gleichung (1.18) ist

~ M
bh7k = ak5k7h. D

28



1.4 Endlichdimensionale translationsinvariante Ridume

1.4 Endlichdimensionale translationsinvariante Rdume

Die eindimensionalen translationsinvarianten Rdume periodischer Funktionen wur-
den bereits in [14, 30] untersucht. Fiir den Tensorprodukt-Fall und Frames wurden
diese in [5] und fiir Basen in [25, 46] betrachtet.

Definition 1.20 (Translationsoperator).
Gegeben sei eine Funktion f : T¢ — Cundy € R. Der Translationsoperator Ty ist
definiert durch

Ty f := f(o — 2my).

Es geniigt dabei, sich aufy € [0, 1)¢ zu beschrinken, da die Funktion f auf dem Torus
T definiert ist.

Bemerkung 1.21.
Fiir die Fourier-Koeffizienten einer Funktion f € L;(T?) ergibt sich durch Substituti-
on in (1.8) der Zusammenhang

alTyf) = e 2 Yo (f), keZlyeR™ (1.23)

Unter Verwendung der in Abschnitt 1.1 vorgestellten Muster ldsst sich dann folgende
Eigenschaft eines Vektorraumes definieren.

Definition 1.22 (Translationsinvarianter Raum).
Ein Vektorraum V C L;(T¢) heifit translationsinvariant beziiglich M oder kurz M-inva-
riant, falls

VoeVVye AM): TypeV.
Es geniigt jedoch auch hier, sich auf eine Menge von Restklassenreprisentanten be-

ziiglich mod E; zu beschrinken. Das Gitter A(M) kann also in der Definition durch
ein beliebiges Muster (M) ersetzt werden.

Fiir eine Funktion f € Ly(T?) und eine reguldre Matrix M € Z%*“ bezeichne
Vi = span{Ty f;y € P(M)}
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1 Grundlagen

die lineare Hiille der Translate von f.

Weiter bezeichne 3{1, h € G(M?), die orthogonalen Splines von f € L;(T¢) beziiglich
M, die definiert sind durch

(hT4kTM)o
S{l = Z CthMTk(f)el(h kM) . (1.24)
kezd

Diese wurden in [28] eingefiihrt, siehe auch [29, 45].

Das folgende Lemma verallgemeinert Lemma 2.1.4 aus [50] iiber grundlegende Eigen-
schaften translationsinvarianter Riume vom Eindimensionalen aufden Fall allgemei-
ner Translationen auf dem Muster (M), siehe auch [29, Abschnitt 3] und [34, Ab-
schnitt 3].

Lemma 1.23.
Esseien f,g € Ly(T?%) und M € Z*? eine beliebige regulire Matrix. Der Vektor der

Translate f := (Ty f)ycp) von f sei fiir eine beliebig aber fest gewihlte Reihenfolge
der Elemente von (M) gegeben. Dann gelten folgende Aussagen:

a) Ein M-invarianter Teilraum des Lo (T9) ist fiir jedes Teilmuster P(N) C P(M), N €
Z%*? auch N-invariant.

b) Vl\j;l ist M-invariant.
c) VI\J;I = Span{sfi; heg(Mh)}.

d) Der Vektor der Translate von f ldsst sich darstellen in der Form

f = \/Ef(M)T (3{,)heg(MT), (1.25)

wobei die Anordnung der Spalten der Matrix (M) mit der des zweiten Vektors
iibereinstimmt.

e) Esgiltg € VI\J:[ genau dann, wenn ein Vektor a = (ay )ycpm) existiert, so dass

CermTz(9) = ancnimr,(f), fiiralleh € GM")und z € Z¢, (1.26)
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1.4 Endlichdimensionale translationsinvariante Ridume

wobei & = (dh)hég(MT) die diskrete Fourier-Transformierte des Vektors
a = (ay)yeppr) ist. Insbesondere ist dann

g= Z ay Ty f.

yEPM)

f) Die Matrix G = ((Ty f, Txg)) ist zirkulant und es gilt

x,y€P(M)

G=FM dlag( Z ChMTz( Ch+MTz(g))h€g(MT)]:( )- (1.27)
z€Z4

g) Die Menge der Translate {Ty f ; y € P(M)} ist linear unabhingig genau dann,
wenn

> lensmra(f)IP >0, fiiralleh € G(M™). (1.28)

zcZ4

h) Die Menge der Translate {Ty f ; y € P(M)} ist genau dann orthonormal, wenn

1
> lenivra ()P = —, firalleh € G(M™). (1.29)

z€Z4

i) Gilt (1.28), so besteht der Vektor

for = F(M d1ag< > lenmmi(f) FME (1.30)

1)

2

h MT
lezd €6l )

aus orthonormalen Translaten £ = (T f°"), c 1), s0 dass Vy; = Vi . Die Funk-
tion fo" € Ly(T?) ist gegeben durch die Fourier-Koeffizienten

s (o) = himrs(/) ., hegM),zez (1.31)
(m ZleZd |Ch+MT1(f>|2)

NI

Beweis. a) Sei N € Z*? eine regulidre Matrix, die ein Teilmuster P(IN) C P(M) er-
zeugt, d. h. nach Satz 1.3, dass fiir jedes x € P(N) einy € P(M) existiert mit
Y = X|pop)- Somit sind Operatoren Ty = Ty identisch. Damit folgt fiir einen M-
invarianten Teilraum V' € L,(T?), dass fiir alle f € V und x € P(N) gilt T f =
T,feV.
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Gegeben sei eine Funktion g € VI\J:I. Dies ist gleichbedeutend damit, dass ein Vektor
(ay)yepov) existiert, so dass sich g schreiben lasst als

g = Z ay Ty f.
yePM)

Seix € PA(M), dann gilt aufgrund der Linearitdt von T, mit der Substitution w =
x + y, dass

Z ayTX+yf: Z a(w—x)|7,(M)wa i~ VI\J:I

yEP(M) wePM)

Seiy € P(M). Die Funktion Ty f ldsst sich in seine Fourier-Reihe (1.9) entwickeln
und es folgt mit (1.23)

1T a1 T
Tyf _ Z e—27r1k ka(f)elk °

keZd

Fiirjedes k € Z? existiert nach Lemma 1.5 die eindeutige Darstellungk = h+M"'z,
h € G(M"), z € Z%. Durch Anwenden dieser Zerlegung auf jeden Summanden der
Fourier-Reihenentwicklung von Ty f folgt mit e2™% MY — 1, dass

—27ih™ i(hT+zTM)o
Tyf = Z e hyzch+MTz(f)e(hjL W

heg(MT) zeZ4
= > e 2y ol (1.32)
heg(MT)

s s
Somit ist fiir beliebiges y € P(M) die Funktion Ty f € Vi | also Vi/; C Vik. Ande-
rerseits ist aber fiir ein h € G(M™) mit Gleichung (1.18)

Z —2mihT yTyf _ Z Z —27i(h— k Z Ck+MTz(f)ei(kT+ZTM)O

yEP(M) keg(MT) yeP(M) zeZ4
T T
—m § :Ch—i—MT i(h*+z " M)o
zcZ4
_ /
= msy,.

Somit ist s{l € VI\J; fiir beliebiges h € G(M7) und es folgt die Aussage c).



1.4 Endlichdimensionale translationsinvariante Ridume

d)

e)

Die Gleichung (1.32) entspricht einer Zeile der Gleichung (1.25). Die Aussage folgt,
da (1.32) fiir beliebiges y € P(M) gilt.

Firg € VI\J:I gilt per Definition, dass ein Vektor a = (ay )ycp) existiert, so dass

g = Z ay Ty f.

yEPM)

Diese Gleichung ldsst sich ebenso in Fourier-Koeffizienten betrachten. Dort lautet
dieser Zusammenhang fiir ein beliebig aber fest gewihltesk € ZYmith = k|g(MT);
dem eindeutig bestimmten z € Z¢ fiir das k = h + M*z und der Tatsache, dass
e27rikTy — eZﬂ’ihTy

’

() = Y aye T Vo ()= | 3 aye Y | oy, (f)

yEP(M) yEP(M)

= ancpimra(f)- (1.33)

Ist andererseits ein Vektor & = (in)necgavr) gegeben, der (1.26) fiir alle k € Z? er-
fuillt, so existiert der Vektor a als inverse diskrete Fourier-Transformation von a
eindeutig und die umgekehrte Reihenfolge der Rechenschritte in (1.33) schliefit den
Beweis der Aussage ab.

Die Matrix G = ((Ty f, TX9>>x,ye7>(M) ist zirkulant, da (Ty f, Txg) = (f, Tx—yg). So-
mit lasst sich Lemma 1.19 anwenden und es gilt fiir einen Hauptdiagonaleintrag der
Diagonalmatrix aufgrund der Parsevalschen Gleichung (1.11), d. h. fiirh € G(M™),

Z (f, Tyg>e*2“ihTy _ Z o~ 2mih"y Z a(f)en(Tyg)
)

yERM) yeEPM kezd

= > alNalg) Y et

kezd yEPM)

=m Z Ch+MTz(f)Ch+MTz<g)’

z€Z4

Die Funktionen Ty f, y € P(M), sind genau dann linear unabhingig, wenn ihre
Gramsche Matrix G = ((Ty f, TXf>)x,ye7>(M) regulir ist. Mit Aussage f) muss dafiir
jedoch aufgrund der Regularitit von (M) die Diagonalmatrix regulér sein, also
folgt die Aussage g).
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1 Grundlagen

h) Analog zu g) folgt die Orthonormalitét der Translate, falls G und somit auch die
Diagonalmatrix der Einheitsmatrix entspricht. Dies ist gleichbedeutend damit, dass

m > oty (f)ensmra(9) = 1, fiiralleh € G(MT).

z€Z4

i) Aus dem zweiten Teil von c) folgt eine Darstellung fiir 7(M)f. Nach der Multipli-
kation mit der Diagonalmatrix aus (1.30) folgt mit dem ersten Teil von c) die Dar-
stellung von f°" durch die Fourier-Koeffizienten in (1.31).

Die Gramsche Matrix G = ((Ty " T f*")) yen it unter Verwendung von f)
dieses Lemmas zusammen mit (1.31) identisch mit der Einheitsmatrix E;. Somit
bildet die Menge der Translate {T,, f°", y € P(M)} eine Orthonormalbasis des M-

on
invarianten Raumes VI\J;I . Mit den Koeffizienten

1
an h € Q(MT),

TS e [oniata I

Gleichung (1.31) und Teil e) folgt f°" € V1\];1 und wegen ay, # 0, h € G(M?"), ebenso
f € Vl\f4 . Da sowohl die Translate von f als auch die von f°" linear unabhingig
sind, ist VI\J;I = Vl\j;[ . O

Im Folgenden wird bei Rechnungen auf dem Muster bzw. der erzeugenden Menge auf
die Angabe o[y ) bzw. 0|5y der Lesbarkeit halber verzichtet. Dies tritt insbesonde-
re in den Indizes der Koffizientenvektoren a und & auf. Bei allen Rechnungen ist das
Ergebnis stets mit dem entsprechenden in P(M) bzw. G(M) enthaltenen Restklassen-
reprisentanten der Aquivalenzklasse des Ergebnisses zu identifizieren.

1.5 Die anisotrope periodische Multiskalen-Analyse

Definition 1.24 (Die Multiskalen-Analyse).

Gegeben seien eine Folge {J}.};~( regulirer Matrizen J;, € Z%*? mit | det J| > 1 und
eine Folge von Rdumen {V;};>0,V; C Lo(T?). Weiter bezeichne My := E4, mg := 1
und fiirj > 0

1
Mj I:Jij_lszk:Jj'...'Jl und m; I:|deth|. (134)
k=j

34



1.5 Die anisotrope periodische Multiskalen-Analyse

Eine anisotrope, periodische Multiskalen-Analyse des Ly(T?) ist gegeben durch das Tupel
der beiden Folgen ({J:}x>0, {V;};>0), falls folgende Eigenschaften gelten:

MRI Fiir alle j € N existiert eine Funktion ¢; € V}, deren Translate Ty p;, y € P(M;),
eine Basis von V} bilden.

MRz2 Fiirallej € NgiltV; C V4.

MR3 Die Vereinigung aller V; liegt dicht in Ly(T¢).

Der Raum Vj heifdt Skalierungsraum des Levels j und die Funktion ¢; Skalierungs-
funktion des Levels j. Wegen MR1 ist V; insbesondere M -invariant, d. h.

feVievyePM;): T,f eV,
und dim V; = m; = | det M| = [J4_, | det Jy|.

Die Definition der periodischen Multiskalen-Analyse wurde zunéchst in [28, 39, 45,
50] fiir den eindimensionalen Fall beschrieben. Eine multivariate periodische Mul-
tiskalen-Analyse mit einer festen Dilatationsmatrix M; = M/ wird in [20, 34] als
mehrdimensionale Verallgemeinerung dazu eingefiihrt.

Wihrend diese beiden Versionen und die urspriingliche Definition der Multiskalen-
Analyse von Mallat und Meyer [33, 37] stationér sind, das heifit eine Funktion mit ih-
ren Dilatationen alle Skalierungslevel erzeugt, siehe etwa auch [6, 31], fordert Defini-
tion 1.24 dies nicht. Somit orientiert sie sich an [9, 39] und [55]. Die differenziertere
Bezeichnung der Multiskalen-Analyse aus Definition 1.24 ist somit, dass es sich um
eine nichtstationére periodische Multikskalen-Analyse handelt.

Im Unterschied zu allen bisher genannten Definitionen der Multiskalen-Analyse ist
es in Definition 1.24 fiir einen festen Dilatationsfaktor, etwa den dyadischen Fall einer
Dilatation um den Faktor 2 bzw. mit einer Matrix J mit |det J| = 2, zwischen den
Leveln moglich, in den Dilatationsmatrizen Richtungspriferenzen zu spezifizieren.
Diese Moglichkeit ergibt sich im eindimensionalen Fall nicht, im Mehrdimensionalen
wurde sie zuerst fiir verschiedene Unterrdume basierend auf den Teilmustern in [29]
betrachtet. Dies fiihrt direkt auf die Definition 1.24 und macht es dort notwendig, dass
die Folge der Dilatationsmatrizen {J};~¢ in die Definition der Multiskalen-Analyse
aufgenommen wird, selbst wenn sie alle die gleiche Determinante besitzen.
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1 Grundlagen

Im Folgenden werden fiir die Eigenschaften einer Multiskalen-Analyse aus Defini-
tion 1.24 dquivalente Aussagen formuliert, die auf den Fourier-Koeffizienten cy(y;),
k € Z% j € N, der Skalierungsfunktionen ¢; basieren. Die wesentliche Grundlage
dazu bilden die in Abschnitt 1.4 behandelten Eigenschaften translationsinvarianter
Raume. Anschliefiend wird auf die Konstruktion der Wavelet-Ridume, dem jeweils or-
thogonalen Komplement von V; in V1, eingegangen. Die folgenden Aussagen iiber-
tragen die Korollare 3.1.2 bis 3.1.4 von [50] aus dem Eindimensionalen auf den Fall all-
gemeiner Dilatationsmatrizen J;, £ € N.

Lemma 1.25.
Sei j € N. Die Aussage MRI ist gleichbedeutend mit dim V; = m; und der Existenz
einer Funktion ¢; € Vj, fiir die

D lenimra(@)? > 0 firalleh € G(M]) gilt.

z€Z4

Beweis. Die Translations-Invarianz, die sich aus der Basis-Eigenschaft in MR1 ergibt,
sichert zu, dass Ty ¢; € V; fury € P(M,;) gilt. Zusammen mit der Dimension von V;
und Lemma 1.23 g) folgt dann die Aussage des Lemmas. [

Sei die Eigenschaft MR1 erfiillt. Um MR2 mittels Fourier-Koeffizienten zu beschrei-
ben, kann fiir die Rdume V; und V;,, auf die Basen bestehend aus den Translaten von
¢; und @, zuriickgegriffen werden.

Lemma 1.26.
Sei MR1 erfiillt. Die Eigenschaft MR2 gilt genau dann, wenn fiir alle j € N ein Vektor
a; = (dj»h>heg(MT ) € C™i+! existiert, so dass

J+1

Ch+M;.F+1z(S0j) = dj7hch+MjT+1z(90j+1)a firalleh € Q(MgTﬂ)a ASA (1.35)

gilt. Dann ist

vi= Y. ajyTypim, (1.36)
yEPM;+1)

. —~r L. .
wobei a; = (aij)yeP(MjH) = F(Mj;1) a;ist.
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1.5 Die anisotrope periodische Multiskalen-Analyse

Beweis. Gilt die Aussage (1.35) fiir fest gewihltes j, so ist mit Lemma 1.23€) p; € V4,
wegen Lemma 1.23a) V; C V;,; und somit MR2 erfiillt. Gilt MR2, so folgt die Aussage
(1.35) mit den beiden gleichen Argumenten. [

Fiir stationdre Multiskalen-Analysen ist der Vektor a = a; unabhingig vom Level j.
Die Gleichung (1.36) heif3t dann Zwei-Skalen-Gleichung oder im Englischen refine-
ment equation. Fiir nichtstationdre Multiskalen-Analysen ist diese Zwei-Skalen-Glei-
chung moéglicherweise von Level zu Level unterschiedlich.

Sind die ersten beiden Eigenschaften MRI und MR2 gegeben, ldsst sich auch fiir die
dritte Eigenschaft eine dquivalente Beschreibung in den Fourier-Koeffizienten c(y;)
angeben. Dabei sind die Skalierungsrdume V; nach Eigenschaft MR2 gestaffelt und so-
mit gilt insbesondere mit Lemma 1.23 ¢), dass

supp(c(y;)) C supp(c(pj+1)), fiirallej € N. (1.37)

Lemma 1.27.
Gelten MR1 und MR2, so ist MR 3 genau dann erfiillt, wenn

lim supp(c(y;)) = Z°. (1.38)

J—00
Beweis. Der Beweis lésst sich aus dem Eindimensionalen, siehe [43, 44], auf den allge-

meinen Matrix-Fall iibertragen.

Angenommen (1.38) gilt nicht. Dann existiert ein ko € Z?, so dass ¢y, (¢;) = 0 fiir alle
j € N gilt. Damit ist jedoch von der Basis {¢’* °; k € Z%} des Ly(T?) die Funktion ¢ °
orthogonal zu allen Riumen V;. Somit liegt die Vereinigung nicht dicht in Ly(T¢) und
MR 3 ist nicht erfillt.

Es gelte (1.38). Angenommen es existiert eine Funktion f € Ly(T9), f # 0, fiir die
f L closp,ra) ( U Vj> (1.39)
j€No

gilt, wobei closy,1a)(V), V' C Ly(T?), die abgeschlossene Hiille von V' in Ly(T?) be-
zeichnet. Dann gibt es ein kq € Z? mit der Eigenschaft

ey ()] = max{lex(f)] ; k € Z} > 0.
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1 Grundlagen

Mit (1.38) und der Staffelung der Rdume nach (1.37) existiert ein j, € Ny, so dass ky €
supp(c(pj,)) ist. Zusidtzlich ist p;, € Vj, 7 > jo, und somit insbesondere Vl\f[i% c V.
Wegen (1.39) ist fLV; und daher auch fLVﬁZF;. Es gilt analog zum Beweis von 1.23 f)
fiir jedes h € G(M} ) und jedes j > jo

—2mih™ PPV
0= Z (f, Tyspjo)e™ hY = m; Z Ch+MJTz<f)Ch+MJTz(‘Pjo)-
yEP(Mj) zeZ4

Fiir genau eines derh € G(M7) gilth = ko mod M fiir jedes j > jo. Die dazugehérige
Summe lasst sich schreiben als

0= cio(Naal@n) 3. Coemta(Nmnral@n): J = o (1.40)
zeZ4\{0}

Seic = |e, (f)cko(¥jo)| > 0. Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz angewandt
auf die Folgen der Betrdge der Fourier-Koeffizienten gilt

> lea(Fea(eio)] < lle(f) | Ll - lle(ps) | 2] < oo

Es existiert somit ein j; > jj, so dass

Z |ca(f)ealjo)| < €/2.

zEZd\g(M;-rl)

Dies fiihrt fiir j = j; in (1.40) zu einem Widerspruch und es gilt f = 0. Damit folgt aus
(1.38) die Eigenschaft MR 3. O

Die Eigenschaft MR73 ist beispielsweise erfiillt, falls fiir den betragsméfig kleinsten
Eigenwert gilt, dass

Jj—00

Multivariate periodische Wavelets

Die Multiskalen-Analyse ({Ji}r>0, {V;};>0) aus Definition 1.24 erméglicht die Be-
trachtung einer Funktion f auf verschiedenen Detailstufen, den Leveln j, indem die
Projektion von f in V; betrachtet wird. In dieser Betrachtung verdndert sich von ei-
nem zum nichsten Level die Priferenz an Detail, sowohl beschrieben durch die An-
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1.5 Die anisotrope periodische Multiskalen-Analyse

derung des Musters (M) zu (M, ;) als auch der Funktionen ¢; und ¢, . Eine sys-
tematische Untersuchung dieses Details bieten Funktionen, die genau diesen Unter-
schied zwischen zwei aufeinanderfolgenden Skalierungsrdumen beschreiben. Deren
Existenz und Anzahl behandelt das folgende

Theorem 1.28.
Gegeben sei die Multiskalen-Analyse ({J;}x>0, {V;};>0) und fiir den M -invarian-
ten Raum Vj sei ;. die dazugehdrige Skalierungsfunktion aus Eigenschaft MR1.

Dann existieren Funktionen ¢4, g € G(J},,), deren Translate Tyv;q, y € P(M;),
linear unabhingig sind und die den Raum Vj; in die direkte Summe

Vi @ v a9
geg(.];r+1)

zerlegen.

Beweis. Nach Lemma 1.23¢)ist

Vier = span{sf’  h € GOMT, )}

Die orthogonalen Splines s;’*', h € G(M], ), bilden ebenso eine Basis des V1, wie
die Translate Ty 1,y € P(MJH) sie sind jedoch auch orthogonal zueinander, denn
fir h, k € G(M],,) gilt (s{’*", s,”"") = 0 genau dann, wenn h # k.

Mit der Zerlegung aus (1.6) angewandt aufjedes h € G(M],,) ist
h=k+Mjg, keGM)), gecg(],). (1.42)

Wendet man dies auf die obige Basis an, ergibt sich V; als direkte Summe

Vi = @ span{slffl\l/[T ke gM )} (1.43)
geg(J;rJrl)

Fir festesg € G (J]TH) sei die Funktion 1); , gegeben durch die Fourier-Koeffizienten

) o, L(@i1)  fallsl =g,
CkJ’MTl*MHlZ(%’g) "o sonst

firk € GM;)), 1€ G(J},,), z € Z".
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1 Grundlagen

Die lineare Unabhingigkeit der Translate Tyt;q, x € P(M;), von 1jg, g € G(J7,,),
folgt direkt aus der linearen Unabhéngigkeit der Translate Typ; 1,y € P(M;;): Fir
festesk € G(M[)und g € G(J7, ) gilt

Z ‘Ck+M}z(¢j,g)‘2 = Z |Ck+M;fg+MJT+1z<90j+1)‘2 >0, (1.44)

zcZ4 zcZ4

denn mit (1.42) entspricht k + Mg genau einem h € G(M], ) und somit die zweite
Summe genau einer der Summen aus Lemma 1.25. [

Die Gleichung (1.44) kann auch dazu verwendet werden, fiir ein gegebenes System von
zueinander orthogonalen Funktionen ¢;,,g € G (JJT), die lineare Unabhingigkeit der
Translate zu priifen. Die direkte Summe der Rdume bildet dann eine Zerlegung des
Skalierungsraumes V. Neben dem enthaltenen, kleineren Skalierungsraum V; ent-
stehen dabei weitere Rdume.

Definition 1.29 (Wavelet-Rdume).

Gegeben sei eine Multiskalen-Analyse ({Jj}r>0, {V;};>0) nach Definition 1.24, ein
j € Nund eine feste Sortierung der Elemente {gy, 81, - - -, 8|det 3,441} = G(J}, ). Es
seien weiter Funktionen ¢, = ¥;¢ ,k = 0,...,|det J;.1| — 1, gegeben, welche analog
zur Gleichung (1.43) der Zerlegung

| det ;41 |—1
_ Vj.k
Vier = @ VMj
k=0

geniigen, wobei V;ﬁ’fj’o = Vi, gelte.

Dann heifden die Vektorriume
Wik = Vag" = span{Tythjg, 1y € AM))}, k=1, |detJjp| — 1,

Wavelet-Rdume zum Level j.

Wendet man die Zerlegung in die Wavelet-Rdume W} ;, auf jeden Skalierungsraum V/;,
j € N, einer Multiskalen-Analysis ({Jx }r~0, {V;};>0) an, so ergibt sich eine Zerlegung
des Ly(T?) in die direkte Summe der Riume

|det Jj4q]|—1
Lo (Td) = CIOSLQ(Td) (Vb D @ @ Wj,k) . (145)

7=>0 k=1
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1.5 Die anisotrope periodische Multiskalen-Analyse

Die Wavelet-Transformation

Fiir die Zerlegung einer Funktion f € Vj; in die Anteile

|det Jj41]|—1
F=g+ Y h, g€V heWy l=1,. |detJ; -1, (1.46)
=1

gibt dieser Abschnitt Algorithmen an. Diese Zerlegung ldsst sich anschliefRend mit g €
V; auf die Zerlegung des Levels j iibertragen und analog auf die Level j — 1,5 — 2, ....
Die gesamte Zerlegung

i \deth+1\—1

F=g0+> Y o go€ Vo, hug € Wiy,
=1 =1

heifst Wavelet-Transformation oder Wavelet-Analyse von f. Die Umkehrung, also die
Rekonstruktion von f aus den Funktionen gy, s, heifit inverse Wavelet-Transforma-
tion oder Wavelet-Synthese von f.

Fiir diesen Abschnitt sei eine Multiskalen-Analyse ({J;}x>0, {V;};>0) nach Definiti-
on 1.24 gegeben und j € N beliebig aber fest gewéhlt. Dann bezeichne vereinfachend
N = Mj, J = Jj+1, M = Mj_|_1 = JN, n = ’ det N| und m = ‘ det M| Bei den
Funktionen sei verkiirzend £ := ¢ji1, ¢ := pjund ¢y := ¢;;, 1 = 0,...,|detJ| — L.
Dabei sind die Wavelets ¢ ;, und mit ihnen die Wavelet-Rdume W}, analog zur De-
finition 1.29 sortiert, indem eine beliebige aber feste Anordnung der Elemente g;, [ =
0,...,|detJ|—1, der erzeugenden Menge G(J*) gewihlt wurde, siehe auch Definition
1.18 und Anmerkungen danach. Somit gilt fiir die translationsinvarianten Rdume

| det J|—1 | det J|—1
Vin=Vu=We P W=Vie P Wu
=1 =1

Insbesondere besitzt der Raum V; = V{ = Vlil/’o mit den Translaten Typ, x € P(N),
und den Translaten Ty, x € P(IN), zwei Basen. Fiir die Implementierung und Be-
trachtung der Laufzeit der Wavelet-Transformation ist eine spezielle Sortierung der
Elemente g € G(J') notwendig, die in Kapitel 3 genauer betrachtet wird.

Die Funktionen ¢, ¢;, f liegen also alle in VI\E/I. Sie kdnne somit als gewichtete Summe
der Translate Ty¢, y € P(M), dargestellt werden. Auf diesem Weg lassen sich die Al-
gorithmen zur Zerlegung einer Funktion f in Waveletanteile /; durch endliche Sum-
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1 Grundlagen

men beschreiben. Mit den Eigenschaften der translationsinvarianten Rdume aus Ab-
schnitt 1.4 lassen sich auch diese Summationen im Fourier-Bereich formulieren. Dabei
bleiben diese Summen endlich, selbst wenn die Fourier-Koeffizienten der Funktionen
keinen endlichen Triger besitzen. Insbesondere ist die Anzahl Summanden durch die
Anzahl der Translate gegeben. Diese entspricht der Anzahl Abtastpunkte, auf denen
f basiert, also der Anzahl Musterpunkte m = | det M.

Im Folgenden seien a = (ay)yepan), bi = (biy)yepan, | = 0,...,[detJ| — lundd =

(dy)yeP(M) gegeben, so dass
Y= Z ay Ty¢,
yePM)
= > byTy¢, 1=0,... |detI| -1,
yEP(M)
und
Z dyTyg- (1-47)
yePM)

Die Fourier-Transformierten seien bezeichnet mit & = (Clh)heg Mty = /mF(M)aund
analog mit b;, [ = 0,...,|detJ| — 1, und d. Damit lassen sich die Eigenschaften der
Wavelets auch in den Koeflizienten aus (1.47) ausdriicken. Insbesondere ist Teil b) des
folgenden Lemmas erstmals hier in dieser Form genannt und ermdoglicht eine schnelle
Konstruktion einer orthonormalen Basis fiir die Wavelet-Raume I/;; und den Skalie-
rungsraum V}, falls {Ty¢ ; y € P(M)} eine orthonormale Basis von Vj. ist.

Lemma 1.30.

Gegeben seien die Funktionen v; € Vf/I, [ =0,...,|detJ| — 1, mit den Koeffizienten
aus (1.47). Dann gelten fiir feste [, h € {0,...,|det J| — 1}, h # [, folgende Aussagen:

a) Die Funktionen Ty, x € P(IN), sind linear unabhingig genau dann, wenn

Z |6l’k+NTg’2 >0 firallek € G(N7) gilt.
geg(Im)
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1.5 Die anisotrope periodische Multiskalen-Analyse

b) Bilden die Translate Ty&,y € P(M), eine orthonormale Basis von Vj 1, so sind die
Funktionen Tx¢;, x € P(N), genau dann orthonormal zueinander, wenn

S |bicinrg] = |detd| firallek € G(NT) gilt.
geg(T)

c) Die Wavelet-Raume W;, W}, sind orthogonal, d. h. W; LW}, genau dann, wenn

A ~ 2 .
Z bh,k+NTgbl,k+NTg Z }Ck—i—NTg—l—MTz (g)‘ = 0, firallek € Q(NT)
geG(JI™) zeZd

d) Der Vektor der Translate 9, =(Tyt1) cp) kann mit § = (Ty¢) yen) 8eschrieben
werden als

_ 1 _

F(IN)Y, = B, F(M)¢, (1.48)
wobei die Matrix B; € C"*" die Gestalt

Bl = (dlag (bl:kJFNTgo)keg(NT) R dlag (bl,k+NTg‘ detJ|1)k€Q(NT)> (149)
hat.

Bemerkung 1.31.
Teil a), b) und d) des Lemmas gelten analog mit dem Koeffizientenvektor a fiir ¢ sowie
c)als V; LW, l=1,...,|detJ| — 1.

Beweis des Lemmas 1.30. a) Der Zusammenhang ¢; € Vl\f,I iiber die Koeffizienten b; aus
(1.47) lisst sich mit Lemma 1.23 e) in Fourier-Koeffizienten mittels b; darstellen.
Jedes w € Z?ist mit Lemma 1.5 eindeutig zerlegbarinw = g +J'z, g € G(J7),z €
Z%. Nach Lemma 1.23 g) sind die Translate Ty, x € P(IN), genau dann linear un-
abhingig, wenn fiir alle k € G(N7) gilt

0< Z ’Ck+NTW wl Z Z ‘CkJrNTngMT 77bl)|

weZd geG(JT) zez4
= Z b g Z |ernrgnra (6.
geg(JT) zcZ4
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Da die Translate T,{, y € P(M), linear unabhingig sind, folgt die Aussage, denn
die zweite Summe ist stets echt positiv.

b) Lemma 1.23 h) charakterisiert die Orthonormalitit sowohl der Translate T, £,y €
P(M), als auch der Translate Tx;, x € P(N), mittels Fourier-Koeffizienten. Es
folgt mit den Umformungen aus a), dass die Orthonormalitét der zweiten Translate
dquivalent dazu ist, dass fiir alle k € G(N1) gilt

[detJ| = = =m Y |apnrw (@)
weZd
=m Z \171,1<+NTg|2 Z |Ck+NTg+1\/ITz(5)|2
geg(IT) z€Z?
geg(JIm)

c) Die Aussage W}, LW, ist genau dann erfiillt, wenn G = ((Tyd}h, Tx¢l>) ey €PN iden-
tisch zur Nullmatrix ist. Nach Lemma 1.23 e) und f) ist dies mit (1.47) und den Um-
formungen in a) dquivalent dazu, dass fiir allek € G(N7) gilt

0= Z e NTw (Vn) Cepnrw (V1)

weZd
PN ~ 2
Z bh k4 NTghl ki NTg Z | s Nz (€)]
geg(JT) z€74

d) Dielinke Seite von (1.48)ldsst sich mit Lemma1.23 d)und der gleichen Aufspaltung
wie in a) und ¢) umformen zu

FN)y, = /n ( 37 Creanrw (1)l N )

wezd keg(N)T
) “ ﬁ( Zgl,kvLNTg\/ﬁz Ck+NTg+MTz(f)ei(kT+gTN+ZTM)(>
m geg(JT) z€Z4 keg(N)T
T T °
m ZW<ZCMMT el M)>
| © | €74 heg(MT)

1 _
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mit der eindeutigen Zerlegung jedes Elementesh € G(M™), genauerh = k+N'g,
k € G(NT), g € G(JT), aus Lemma 1.5 und B, wie in (1.49). O

Ist nun eine Funktion f wie in (1.47) gegeben, so ldsst sich mit d) des vorhergehenden
Lemmas die Zerlegung aus (1.46) angeben, wobei die Berechnungen lediglich auf den
Koeffizientenvektoren a,dund b;, [ = 1,...,|det J| — 1, basieren. Gesucht sind also

Koeffizienten d; = <dl’x)xe7i’(N)’ [ =0,...,|detJ| — 1, bzw. deren Fourier-Transfor-

mierten d;, so dass fiir die Funktionen aus (1.46) gilt

g= Y doxTxp und hy= >  dTah, I=1,.. |detJ]—1
xeP(N) x€AN)

Dazu kann aufjeden einzelnen Unterraum V3, Vli?l, l=1,...,|det J|—1,dieGleichung
(1.48) angewandt werden. Die Funktionenvektoren ¢, £ und v, werden dabei durch die
gewichteten Vektoren

(d07xTX§0> x€P(N)? (dyTyS) yEPM)

und
(dlvxTywl)xeP(N)’ [ = 1,...,|detJ| —1,
ersetzt. Mit den Beweisschritten aus Teil d) des vorhergehenden Lemmas gilt mit
A= (diag (dk+NTgo)keg(NT) ... diag (&k+NngetJ|—1)k€g(NT)>’

dass

ﬂ( Z @ijtNTw(@)ei(kuwTN)O)
keg(N)T

weZd

1 - i(hT 15T °
= m(Z (e )
| et | z€Z4 heg(MT)
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undfirl=1,...,|detJ| -1

ﬁ( > CZl,kaJrNTw(¢l>ei(kT+WTN)O>

weZd keG(N)T
T T
a1l “/_<Z diChniry(§)e ™ 7 M)O> :
| det J| A heg(MT)
Daraus lassen sich die Koeffizienten d;, [ = 0,...,|det J|, der Funktionen ¢ und h;,
l=1,...,|detJ| — 1, ablesen. Fiirk € G(N") erhilt man aus

d Td T 1.50
0k = \/MTJ Z Ak 4NTg Ak NTg (1.50)

geg(JT)

und

A

dix = E lk+NT dk+NTg7 I=1,...,|detJ| -1, (1.51)
v/ ] det J| ™
geg(J
die gesuchten Koeffizienten d; = (dix) ey L =0, |det J| — 1, durch die inverse

Fourier-Transformation.

Fiir die Umkehrung, die inverse Wavelet-Transformation oder Wavelet-Synthese von
f,sind die Koeffizienten dj x fiir g € VIQIO gegeben sowie die Koeffizienten d; x der Funk-
tionen h; € Vﬁl, [ = 1,...,|detJ| — 1, bzw. jeweils deren Fourier-Transformierte
ch,k, k € G(NT). Aus diesen Koeffizienten ergeben sich wie in den ersten beiden Sum-
men aus (1.47) die Funktionen g und h;, [ = 1,...,|detJ| — 1, mit der gleichen Er-
setzung durch die gewichteten Funktionen-Vektoren wie bei der Wavelet-Transfor-
mation. Aus der dritten Summe der gewichteten Vektoren sind die Koeffizienten dy,
y € P(M), gesucht. In Fourier-Koeffizienten lauten die Zusammenhinge, dass fiir alle
k € G(INT) h € G(MT) und z € Z4 gilt

CiyNTZ(9) = CZO,ka+NTz(90)
Ck+NTz(hl> = dl7ka+NTz('l/}l>, l = 1, ceny | det J| — 1,

und

ChyMTz(P) = AnChimrz(§)
Ch—&—MTz(wl) :bl,hch—l—MTz(g)? l = 1,,|detJ| —].
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R | det J|—1
Es folgt mit ¢y, v, (f) = dncpamr,(§)und f =g+ >, Ry, dass
=1

| det J|—1

Cih = dO,kdk—{—NTg + Z Cil,kgl,k—‘rNTg? h € g(MT),
=1

ist, wobeih = k + N'g, k € G(NT), g € G(J7), die eindeutige Zerlegung nach Lem-
ma 1.5 ist.

Die dyadische Multiskalen-Analyse

Definition 1.32 (Dyadische Multiskalen-Analyse).
Eine Multiskalen-Analyse ({J keso0, {Vj} j20) aus Definition 1.24 heif3t dyadisch, falls

|det Jx| =2, firallek > 0.

Dann ist insbesondere dim V; = 27 und fiir jedes k € N ist das Element g, € G(J}),
g, # 0, eindeutig, da jede erzeugende Menge G(J}) aus zwei Elementen besteht. Zu
jedem Skalierungsraum Vﬁfi gehort genau ein Wavelet-Raum Vﬁﬁjj mit ¢; = 1, wie
in Definition 1.29. Fiir eine dyadische Multiskalen-Analyse ({J:}r~0, {V;};>0) liefert
das folgende Lemma einen Konstruktionsansatz der dazugehdrigen Wavelets 1);. Der
Beweis findet sich in [29, Lemma 4.3].

Lemma 1.33 (Konstruktion dyadischer Wavelets).
Gegeben sei eine dyadische Multiskalen-Analyse ({J;.}1~0, {V;},>0) undfiireinen Zer-
legeschritt die Notation von S. 41, insbesondere diejenige aus (1.47) fiir ¢ und &, dass

Ch—i—MTz(gp) = dhch-l—MTz(g): furalleh € g(MT)v z < Zd;

gilt. Dann ist der von einer Funktion ¢ € Vf/l erzeugte N-invariante Raum Vlif genau
dann das orthogonale Komplement von V4 in VI\E/I, falls Koeffizienten 0y, € C\{0},
h € G(MT), mit

on = —onintg, & € GAT\{0}, (1.52)
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1 Grundlagen

existieren, so dass

G'hah+NTg

Ch—&-MTz(w) = Z |Ch+MTk(
kezd

€)|2ch+MTZ(§), hegM"), z ez, (1.53)

gilt.

Fiir die Konstruktion eines Wavelets ¢ sind die Werte oy,, h € G(N7), frei wihlbar,
aus denen sich dann mittels o, = —op,, k € G(MT)\G(NT), mit h = k mod N7, also
k =h+ N'g, g e G(J')\{0}, die restlichen Koeffizienten ergeben.

Das folgende Theorem charakterisiert die Koeffizienten oy, zusétzlich dahingehend,
wann aus der Wahl dieser Koeffizienten eine Orthonormalbasis fiir den dazugehori-
gen Wavelet-Raum entsteht. Dadurch ist es insbesondere moglich, in der Konstrukti-
on der Wavelets aufbauend auf den Koeflizienten aj, aus Gleichung (1.47) die Koeffi-
zienten Eh einer Orthonormalbasis zu bestimmen. Dies wird in dieser Form hier erst-
mals genannt und bewiesen.

Theorem 1.34.
Gegeben sei eine dyadische Multiskalen-Analyse ({J;} x>0, {V;},>0) und fiir Funktio-
nen ¢, £,1 wie in Lemma 1.33 seien oy, h € G(M7), gegeben, die (1.52) erfiillen. Die
Translate Ty¢, y € P(M), und Txp, x € P(N), seien orthonormale Basen in den Réu-
men V5, und V.

Dann sind die Translate Ty, x € P(N), genau dann orthonormal, wenn

lon| = 1 fiiralleh € G(M7) gilt.
m

Beweis. Nach (1.53) gilt mit ¢y, v, (¢) = bncn +M7z(§) und der Orthonormalitét der
Translate Ty&, y € P(M), dass

b TuniNTE o e
h pr = h h NT

Z |Ch+MTk(§)|2 e
kezd

h e G(M").
Seig € G(J1)\{0}. Die Translate Ty, y € P(N), sind nach Lemma 1.30 b) genau dann

orthonormal, wenn fiir allek € G(N7T) gilt

2 = |bil” + |bnrgl* = m|ow]* (Jangnrgl” + lak]*) = 2m*|ox . O
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1.5 Die anisotrope periodische Multiskalen-Analyse

Sind die Skalierungsrdume Vj, j > 0, durch orthonormale Translate von Skalierungs-
funktionen ¢; gegeben, lassen sich also aus deren Koeffizienten direkt Wavelets 1);,
j > 0, erzeugen, deren Translate Tx1);, x € P(N), eine orthonormale Basis des Raumes
W; bilden und die der Zerlegung (1.45) geniigen. Dabei verbleiben mit der einen Hélfte
der Koeffizienten, etwa o, € C, k € G (M;-F_l), selbst dann noch viele Freiheitsgrade,
wenn eine orthonormale Basis erzeugt werden soll, also der Betrag dieser Koeffizien-
ten auf mi] festgelegt ist.
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Approximation durch Interpolation

Die Approximation einer Funktion f : R — C durch dquidistante Translate T, ¢,
n € P(N), N € N, einer zweiten Funktion ¢ geht im Falle der B-Splines zuriick auf
Arbeiten von I.]. Schonberg, siehe etwa die Monographie [49]. Dabei wird die Funkti-
on f so durch die Translate angendhert, dass sie an ebenso dquidistanten Knoten mit
der gewichteten Summe Ly f der Translate iibereinstimmt. Es entsteht das sogenann-
te Interpolations-Problem, dessen Losbarkeit lediglich von ¢ und ebendiesen Knoten
abhingt. Seit dem Beginn der 1980er Jahre wurde die periodische Interpolation durch
Translate betrachtet [14, 30] und die Losbarkeit des Interpolations-Problems sowie
Fehlerabschitzungen || Ly f — f|| studiert.

Bereits in [49] beschreibt ein Absatz mehrdimensionale Rdume von Translaten einer
Funktion ¢ auf einem Tensorprodukt-Gitter, also auf dem in jeder Dimension um ei-
nen Faktor N; ', N; € N, gestauchten Z“. Dies wird in [23] fiir die Interpolation genau-
er untersucht. Die Betrachtung des Interpolationsfehlers wurde durch Einfithrung der
periodischen Strang-Fix-Bedingungen in [46] vereinfacht, die fiir verschiedene Ten-
sorprodukt-Gitter zur Fehlerabschitzung genutzt wurden [47, 51, 55, 56]. Von beson-
derer Bedeutung ist dabei, wie grof} der Fehler dieser Approximation durch Translate
zu f ist, wenn sowohl f als auch ¢ bestimmte Eigenschaften erfiillen. Ist f etwain ei-
ner gewissen Richtung sehr glatt und dndert sich entlang dieser Richtung wenig, so
enthilt die Richtung in gewissem Sinne wenige Informationen. Entlang dieser Rich-
tung ist es somit fiir ¢ eventuell moglich, die Funktion ebenso glatt zu wihlen und
dabei mit nur wenigen Translaten eine gute Ndaherung fiir f zu erhalten.

In diesem Kapitel werden zunichst die Interpolation auf dem Muster P(M) einer re-
guldren Matrix M € Z%*? und die Losbarkeit des dazugehérigen Interpolations-Pro-
blems betrachtet. Die Angabe des Problems in den Fourier-Koeffizienten ck(f), ck(¢),
k € 74 der abgetasteten Funktion f und der approximierenden Funktion ¢ fiihrt
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2 Approximation durch Interpolation

zu einer Existenzbedingung des Fundamentalinterpolanten Iy € V4; im Raum der
Translate Typ,y € P(M). Existiert der Fundamentalinterpolant, so ldsst sich das In-
terpolations-Problem mit einem schnellen Algorithmus 16sen, der linear in der An-
zahl Abtastpunkte, den Musterpunkten 27y, y € P(M), ist. Schlieflich werden die
von [46] definierten und in [55] erweiterten periodischen Strang-Fix-Bedingungen auf
diesen Fall iibertragen. Erfiillt die Funktion ¢ diese Eigenschaften, so lassen sich die
bekannten Resultate fiir den Interpolationsfehler in Sobolev-Rdumen auf die aniso-
tropen Sobolev-Riume A1ﬂv1, q(’IFd) aus Abschnitt 1.2 {ibertragen.

2.1 Das Interpolations-Problem

Gegeben sei der Raum der Translate V}; einer Funktion ¢. Das Interpolations-Problem
besteht darin, fiir eine Funktion f die eindeutige Funktion ¢) € V}; zu finden, die

f@2ry) =¢(2ry), y € PM),

erfiillt. Dabei muss die Funktion f mindestens an den Musterpunkten auswertbarsein,
d.h.die Werte f(27y),y € P(M), miissen existieren. Fiir die Berechnung der Funktion
1, genauer die Bestimmung der Koeffizienten ay,y € P(M), die ¢ € V}; beschreiben,
entsteht dann ein lineares Gleichungssystem. Ein hilfreiches Werkzeug in Hinsicht
aufdie Projektion in translationsinvariante Rdume durch Interpolation und somit zur
Losung des Gleichungssystems ist der Fundamentalinterpolant.

Definition 2.1.
Gegeben sei eine regulidre Matrix M € Z?*? und eine Funktion ¢. Eine Funktion Iy €
Vi1 heifdt Fundamentalinterpolant oder Lagrange-Funktion fiir das Muster P(M), falls

Im(27y) = by =

1 fallsy = 0 mod Eg,
{ ;Y€ P(M> (Z.I)

0 sonst,
Das folgende Lemma charakterisiert den Raum V}; dahingehend, wann ein Funda-

mentalinterpolant Iy; € V4 in diesem Raum existiert und verallgemeinert so Lemma
1.3 aus [46].
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21 Das Interpolations-Problem

Lemma 2.2.
Gegeben sei eine regulidre Matrix M € Z%*? und eine Funktion ¢ € A(T?). Dann exis-
tiert ein Fundamentalinterpolant Iy € 1} genau dann, wenn

(@) = Y cnemra(p) #0,  fiiralleh € G(MT). (2.2)

zcZ4

Existiert ein Fundamentalinterpolant In; € V47, so ist er eindeutig bestimmt.

Beweis. Angenommen, ein Fundamentalinterpolant existiert. Dann gilt nach Lemma
1.23 e), dass ein Vektor a = (an)neg(v) mit diskreter Fourier-Transformation & =
vmJF(M)a existiert, so dass

Ch—l—MTz(IM) = dhch—kMTz(QP); h € Q(MT), VAS Zd.

Esgilt fiirh € G(MT)

(M) = Y enpara(Iv) = n Y | chinara(9) = ancy () (2.3)

zcZ4 zcZ4

Andererseits erfiillt der Fundamentalinterpolant I; per Definition die Gleichung (2.1),
so dass sich mit der diskreten Fourier-Transformation, vgl. (1.17), und der Aliasing-
Formel aus Lemma 1.17

M(lyy) = — (2.4)

m

ergibt und somit aus (2.3) die Gleichung (2.2) folgt.

Angenommen (2.2) ist erfiillt und sei die Funktion g gegeben durch die Fourier-Koef-
fizienten

cx(g) = Ckl\(/l ?) k € 77 (2.5)

ma ()’

Dann ist mit a, = (meM(p))~!, h € G(M?T), g € Vy, erfiillt. Die diskreten Fourier-
Koeffizienten ¢} (g) geniigen der Gleichung (2.4) und somit ist g ein Fundamentalin-
terpolant zum Muster P(M). Existiert ein Fundamentalinterpolant Iz, so ergibt sich

aus Gleichung (2.5) auch die Eindeutigkeit. O
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2 Approximation durch Interpolation

Die Faktoren (mcy (¢))~!, welche in der Umrechnung der Funktion ¢ in ihren Funda-

mentalinterpolanten In; vorkommen, werden Abmilderungsfaktoren, im Englischen
attenuation factors, genannt und wurden im Mehrdimensionalen auf Tensorprodukt-
Gitternin [23, 58] betrachtet. Unter den Existenzbedingungen des Fundamentalinter-
polanten lédsst sich nun eine auf den Musterpunkten gegebene Funktion durch Inter-
polation approximieren.

Definition 2.3 (Interpolationsoperator).

Gegeben sei eine regulire Matrix M € Z%*? und ein Fundamentalinterpolant Iy;. Der
Interpolationsoperator Ly ist fiir jede auf den Musterpunkten 27y, y € P(M), des Torus
T? auswertbare Funktion f gegeben durch

Lyvf = Y fry)TyIu.

yEPM)

Ist f € A(T?), so gilt mit dem gleichen Ansatz wie in Lemma 2.2 fiir die Fourier-Koef-
fizienten der interpolierenden Funktion

ck(Lmf) =m (Z Ck+MTz(f)> ac(Im) = meg (f)ex(In).

zcZ4

Es bezeichne

TM::{f;f: Z aheihTo, ahEC}

heG(MT)

den Raum aller trigonometrischen Polynome f, deren Fourier-Koeffizienten c(f),
k € Z%,lediglich auf der erzeugenden Menge G(M™) von 0 verschieden sind. Die Fou-
rier-Summe Sy f zur Matrix M ist fiir ein f € L;(T%) definiert durch

Smf = > alf)e e T

keGg(MT)

2.2 Die elliptischen Strang-Fix-Bedingungen

Die Strang-Fix-Bedingungen [60] charakterisieren fiir einen translationsinsvarianten
Raum auf der reellen Achse dessen Approximationsgiite. Anstelle der dort verwen-
deten Rekonstruktion von Polynomen, wurden in [46] ausgehend von trigonometri-

54



2.3 Der Interpolationsfehler || f — Ly f||

schen Polynomen Strang-Fix-Bedingungen fiir den d-dimensionalen Torusund o« = 1
eingefiihrt und in [55] auf @ > 0 ibertragen. Die Bedingungen charakterisieren die
Giite der Approximation eines translationsinvarianten Raumes V' durch das Repro-
duktionsvermogen eines Interpolationsoperators Iy;. Die Menge der dabei betrachte-
ten trigonometrischen Polynome entspricht in beiden Ausarbeitungen dem Fall 7y,
M = diag(N,...,N), N € N.In Analogie zur elliptischen Gewichtsfunktion aus De-
finition 1.13 ergibt sich eine synonyme Namensgebung fiir die folgende

Definition 2.4 (Elliptische Strang-Fix-Bedingungen).

Gegeben sei eine regulidre Matrix M € Z?*?, Eine Funktion f € L;(T9) erfiillt die
(periodisch-)elliptischen Strang-Fix-Bedingungen der Ordnung s > 0 zu ¢ > 1 und einem
« € R, falls eine nichtnegative Folge b = {b,},cz« C R{ existiert, so dass fiir alle
k € GMY), z € 24\ {0}, gilt

a) |1 —me(f)] < bol M~ K|J3,

b
b) [meenr, (f)] < T IMTK13
’ M5 ’

und

0) st = [{oM(@)b, }penalty(Z9)]) < oo,

Fiir die hier betrachteten reguldren Matrizen ist die Konditionszahl xys endlich, da das
Produkt der Singuldrwerte \;(MTM),i = 1,...,d, der Matrix M gerade der Determi-
nante entspricht. Es gilt wegen s > 0 fiir beliebiges k € Z¢, dass
s - s s - s — s/2
el = IMTM ™ k3 < [IMI3IIM K5 < (1+ MM ™ K[3)7 = 07 (k). (2.6)

S

2.3 Der Interpolationsfehler || f — Ly f]|

Im folgenden Abschnitt wird der Interpolationsfehler || f — Ly f|| in unterschiedlichen
Rdumen betrachtet und eine obere Schranke angegeben, wenn sowohl die Funktion
f als auch der zur Interpolation gehorige Fundamentalinterpolant Iy gewisse Glatt-
heitseigenschaften erfiillen. Zunichst werden in den Theoremen 2.5, 2.6 und 2.7 Ter-
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2 Approximation durch Interpolation

me betrachtet, die zur Gesamtabschitzung in Theorem 2.9 verwendet werden. Fiir ei-
ne regulidre Matrix M € Z4*? bezeichne

Ag(MTM)
AL (MTM)

KM =

die Konditionszahl der Matrix M.

Interpolationsfehler bei trigonometrischen Polynomen

Theorem 2.5.

Sei M € Z%*? eine regulidre Matrix mit |[M]|]y > 2, f € T ein trigonometrisches
Polynom auf der erzeugenden Menge G(M™) und Iy € L{(T%) ein Fundamentalinter-
polant, der die elliptischen Strang-Fix-Bedingungen fiir feste Werte s, ¢, o > 0 erfiillt.
Dann gilt

1/ = Lnafl A% < (ﬁ) e [ £ 4550

Beweis. Es gilt aufgrund der Aliasing-Formel und wegen f € 7Ty fiir beliebiges h €
G(M™), dass cn (L f) = me(f)en(Ing) = men(f)en(In), und somit folgt fiir den Ap-
proximations-fehler

o
AM, q

1 = It AR | = || 2 (k) = me(F)eniag) "

keZzd

Mit der Zerlegungk = h + Mz, h € G(M"), z € Z4, gilt
- vt

> (enlh) = me(en(in)

heG(MT)

izT Mo ihTo
— > Al (Hmenr,(Im)e™ M )eh
2€74\ {0}

> el (1 = men(Inn)

heg(MT)

S Y e )™ )

z€74\{0}

Q
M, q

«
M, q
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2.3 Der Interpolationsfehler || f — Ly f||

Durch Anwenden der Norm in Ag; q(Td) gilt weiter

| = Eaas|ae [
= Y JaF(10 - met)ome

heG(MT)

+ Y Imenr ()l (h + MT2)).
2€77\ {0}

Dies lédsst sich mit den elliptischen Strang-Fix-Bedingungen von Iy; und den Glei-
chungen (1.16) und (2.6) abschitzen

I st

< (X e me ) (S een)

heg(MT) z€Z4
S( >, HMT||§qHhng’Ug/I(h)ch(fﬂq)’VSF
heG(MT)
< gpratl M AR || O

Approximation durch trigonometrische Polynome

Theorem 2.6.
Sei f € A’K/Lq(’]rd) gegeben mit ¢ > 1und 4 > o > 0. Dann gilt

«a 2 o
17 = Swaf A5nl < () 11148l

Beweis. Es gilt

| f =SSl Afpg | = [ {o8 (K)ex(f) ez gour)| Lo(ZNG(MD)))]|

und somit mit o' (k) = 0! (k)o}" (k)

|f = Smf| AR, < keZ\GM™) Oamu (K| 1A% o

Das Maximum lésst sich genauer bestimmen, denn nach Voraussetzungista — p <0
und fiir k € Z9\G(M1) existiert die eindeutige Zerlegung k = h + M’z h € G(M1),

57



2 Approximation durch Interpolation

0 # z € Z Keiner dieser Punkte, iiber die das Maximum gebildet wird, liegt inner-
halb des Parallelotops M " [—1, %)d, sondern alle liegen aufierhalb oder auf dem Ellip-
soid, das entsteht, wenn man den Kreis mit Radius 2IIMH mit der Matrix M abbildet.
Die Punkte k = ;M"e;, j = 1,...,d, liegen exakt auf diesem Ellipsoid und bilden

daher insgesamt die Menge der moglichen Maxima.

M 2 -T2} 252
k) = 1+ [M|5]|M™ k 2
kezg@f(w)%—“() kezg@fw)( + [[M]2]] 12)
S Jpax (1+ M3V TSM e 3) >
a—p
M, o)
= 1 ‘
jegg;fd}( + e
3 (HMH%) *
- 4
(I -
2
Fiir das folgende Theorem sei der Vektor der Betrige mit |z := (|21, ..., |zd]) ",z € Z4,
bezeichnet.
Theorem 2.7.

Gegeben seien eine regulire Matrix M € Z%*? mit |M||; > 1 und eine Funktion f €
A’I(,Lq(']l‘d) mitg > 1,4 > a > O0und u > d(1—1/q). Fur den Fundamentalinterpolanten
I sei

;

o 1/q
ma (len(T) |7+ IMIS" 52 Joa () (Ian)l)

heg(MT 2€79\{0}
falls ¢ < o0,
YIp 1= 1§
(I M||% o L (Inv)!; e 7Z\{0
hefgg\%)sup{kh M)l M0 (2)cn vz (Im)]; 2 € Z\ {0} }

falls ¢ = oo

\

endlich. Dann gilt die Abschéitzung

1\
| Ln(f = Smf) Ay, of| < 7eysm (M) /AR, ol
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2.3 Der Interpolationsfehler || f — Ly f||

mit
1/p
( > ||2|Z|—1||2p“> firg >1,1+1=1,
Yom 1= (14 d)*/227# { \zezd\{0} (27)
sup [|2]z] — 13" fiir g = 1.
zeZ4\{0}
Bemerkung 2.8.

Wihrend ~pp lediglich vom gewidhlten Fundamentalinterpolanten Iy abhéngt, ergibt
sich ysy, eindeutig aus ¢ und der Glattheitsordnung i der Funktion f, ist jedoch insbe-
sondere unabhéngig von der Funktion f und der Matrix M. Mit den Voraussetzungen
an y; ist ys, stets endlich.

Beweis des Theorems 2.7. Im Folgenden wird der Beweis fiir den Fall ¢ < oo gefiihrt. Fiir
den Fall ¢ = oo folgt der Beweis analog. Die Betrachtung der Norm ergibt

| Eaa(f = S| A o|* = || 2 oM ) (Laa(f = Swaf)) H
kezd
= > |oMWm (f — Smf)ac(Im)| "
keZd

Durch Aufteilen der Summeink = h + M7*z h € G(M?), z € Z?, und mit Gleichung
(1.16) gilt die Abschitzung

| Za(f — Smf)| A, |
< > oM )ma(f - Smf)|”

heG(MT)
X(Ch(IM)Iq+M§“’ > IOS“(Z)CMMTZ(IM)q)
z€Z4\ {0}
<A Y oM () (f — Smf)I“
heg(MT)
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2 Approximation durch Interpolation

Zur Behandlung der verbleibenden Summe wird zunéchst die Definition der Bracket-
Summe angewandt. Anschlieflend folgt mit der Hélder-Ungleichung angewandt auf

die Form ¢y (f) = o} (k)o™, (K)ex(f) - 1fiirl < ¢ <oound1/p+1/q = 1,dass

> loR @) (f — Smh)l

heG(MT)

— Z a%(h)( Z Ch—|—MTz(f>>

heG(MT) z€74\{0}

a/p
Z Taq(h ( Z Ul\/fip(h+MTZ)>

heG(MT) z€Z4\{0}

X( Z Jﬁlyl(h"{'MTZ)CthMTz(f)q)'

z€74\ {0}

Die Summe im mittleren Faktor konvergiert aufgrund der Voraussetzung, dass pyu > d

ist. Genauer folgt analog zur Abschétzung im Beweis zu Theorem 2.6 fiir beliebiges
h € G(MT)

_ — /2
> M, b+MTz)= Y (14 MM T (h+MTz)[3)

279\ {0} z€79\{0}
= > (1 MM T )
zeZ4\{0}
2\ —pp/2
< > (T IMIE| Il - 51y)
zeZ4\{0}
™M) e
< ¥ ( 4221|2>
zeZ4\{0}
= M2 ST 2] - 1),

z€74\{0}
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2.3 Der Interpolationsfehler || f — Ly f||

Aufierdem lésst sich auch fiir den letzten Faktor folgende Abschétzung angeben, so
dass insgesamt folgt

Y ot m)ep(f — Smf)l

heg(MT)

q/p
< ) Gé\i(h)qu’?q“( > |2zlp’“‘>

heG(MT) z€Z4\{0}

X ( Z |U}>/I(h‘|‘MTZ)Ch+MTz<f>q>

z€Z\ {0}

a/p
< Il 2 (o M) ( > el - 1W>

274\ {0}

( Z Z J(h+M Z)Ch+MTz(f)q>

heG(MT) zeZd\{O}
< IM5 vgm IVl 111 AR, o 11

Die letzte Ungleichung gilt, denn fiir & > 0 ist

1
max oy (h) < (14 |[M3|M~TMTS1]5)°/2

heg(MT)
2d a2
= (1 M3 (2.8)

< [IMII3 (L + d)*72, 0]

Allgemeine Approximation durch Interpolation

Mit den Theoremen 2.5, 2.6 und 2.7 ldsst sich nun fiir die allgemeine Approximation
folgende Abschitzung angeben. Es gilt fiir ein f € A}; = mit der Dreiecksungleichung
in der jeweiligen Norm des Raumes

If = Lafll = If = Smf + Smf — LmSmf + LmSmf — L f||
< [[Smf = LvmSmf|| + |f = Smfll + |1 Lm(f — Smf)|

und somit folgendes
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2 Approximation durch Interpolation

Theorem 2.9.

Gegeben sei eine regulire Matrix M € Z%*?mit | M|, > 2, eine Funktion f € A}, (T9)
mitqg > 1,4 > o > Ound ¢ > d(1 — 1/¢) und ein Fundamentalinterpolant I, der
die periodischen elliptischen Strang-Fix-Bedingungen der Ordnung s fiir ¢, o erfiillt.
Dann gilt mit p = min{s, u — a}

— L fA <dC, flA
mit

O ) sE + 2+ Y1pYsm falls p = s,
’ (14+d)* " Hysp+ 2+ ypysm  fallsp=p— a.

Beweis. Fiir p = s lassen sich wegen «y; > 1 und

LFIART G IF < 11 AN

die Theoreme 2.5, 2.6 und 2.7 direkt anwenden.

Ist p = p — «, so ist anstelle des Theorems 2.5 eine Aussage in der Norm beziiglich
notwendig. Mit ebendiesem Theorem und der Abschitzung in Gleichung (2.8) gilt

1Smf — LaaSaf | Aje, o(TY) |

1 § M T
< (g ) 1R oo (G|

=TSk heIIgl(ElL@I{T)U e M(h> ( M2 > H{U )}eg MT) V MT))H
<oss(1-+ Mg (o ) 1714, 0
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Die schnelle diskrete Fourier- und
Wavelet-Transformation

Um eine Funktion f € L,(T¢) auf dem Torus durch ihre Fourier-Reihe zu beschrei-
ben, sind unendlich viele Fourier-Koeffizienten c(f), k € Z¢, notwendig. Mit Hilfe
der Interpolation aus Kapitel 2 kann f durch endlich viele Translate, deren Anzahl
durch den Betrag der Determinante m = | det M| einer reguldren ,Sampling-Matrix*
M charakterisiert ist, approximiert werden. Dazu ist es notwendig, die diskrete Fou-
rier-Transformation aus Definition 1.18 effizient zu berechnen. Im eindimensionalen
Fall bildet der Cooley-Tukey-Algorithmus [10] die Grundlage fiir die schnelle Berech-
nung. Fiir ein diskretes Signal der Linge n, also die dquidistant auf [—m, 7) verteilten
Punkte xy, . .., x,_1, ist die Fourier-Transformation in O(n logn) Schritten berechen-
bar. Analog ldsst sich diese Berechnung auf den d-dimensionalen Fall iibertragen, be-
schrieben durch den sogenannten Row-Column-Algorithmus [16].

Dieses Kapitel basiert auf den in [2] prdsentierten Resultaten, die hier jedoch fiir all-
gemeine biorthogonale Basen betrachtet werden. Im ersten Abschnitt werden die in
einem Muster P(M) vorliegenden Richtungen charakterisiert, insbesondere, wie die-
se sich bei der Einschrinkung auf Teilmuster P(N), M = JN, verdndern. Dazu wer-
den Basen fiir die Muster eingefiihrt, welche auf der Smith-Normalform aufbauen.
Im zweiten Abschnitt wird ein verallgemeinerter Row-Column-Algorithmus fiir die
Fourier-Transformation auf dem Muster P(M) vorgestellt. Dessen Laufzeit entspricht
der eindimensionalen schnellen Fourier-Transformation, denn der Algorithmus lésst
sich so implementieren, dass er eine Komplexitit von O(mlogm) Rechenschritten
hat. Das heifdt, dass auch die anisotrope diskrete Fourier-Transformation effizient be-
rechnet werden kann. Die Konstante in der Laufzeit hingt dabei nicht von der Dimen-
sion d der zugrundeliegenden Abtastpunkte ab, selbst im linearen Anteil des Algorith-
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3 Die schnelle diskrete Fourier- und Wavelet-Transformation

mus nicht. Zusidtzlich wird auf die Moglichkeiten der Parallelisierung eingegangen,
die im Gegensatz zum Eindimensionalen hier vielfaltiger sind.

Die in Abschnitt 1.5 eingefiihrte Wavelet-Transformation ist mit einem &hnlichen An-
satz der Basen ebenso schnell implementierbar. Wie im Eindimensionalen lisst sich
ein Algorithmus der Komplexitit O(m) angeben, insbesondere ist auch hier die Kom-
plexitit der Transformation unabhéngig von der Dimension d. Dazu wird zunéchst
eine Charakterisierung der Richtungen vorgenommen, die beschreibt, wie diese sich
von einem Skalierungsraum zum nichstkleineren verdandern.

3.1 Basen fiir Muster und erzeugende Menge

Fiir den Fall d = 1 ist sowohl fiir das Muster, etwa P;(N) = {0, %, ol % , als auch

fiir die erzeugende Menge G;(N) = {0,1, ..., N—1} eine natiirliche Ordnung gegeben.
Im Mehrdimensionalen ist dies nicht der Fall, schon fiir die Definition der Fourier-
Matrix (M) in Gleichung (1.20) wird eine beliebig, aber fest gewdhlte Anordnung

der Elemente beider Mengen P(M), G(MT) vorausgesetzt.

Im diesem Abschnitt wird fiir das Muster P(M) einer reguliren Matrix M ¢ Z%*¢
der Begriff der Basis eingefiihrt und mit dessen Hilfe eine Charakterisierung von Teil-
mustern angegeben. Analog ist dies auch fiir die erzeugende Menge G(M) moglich,
indem die entsprechenden Formeln mit M multipliziert werden. Der Abschnitt stellt
abschlieffend fiir die erzeugende Menge G(M"), also ausgehend vom Muster P(M ")
und der Multiplikation mit der Matrix M ', die wichtigsten Eigenschaften zusammen.

Definition 3.1 (Basis des Musters P(M)).
Gegeben sei eine reguldre Matrix M € Z?*? mit den Elementarteilern ¢1, ..., ¢, der
Smith-Normalform aus (1.4) und

dng = |{6¢; g >1,1= 1,,d}’
Eine Menge {y; ...,yq,} € P(M) heif3t Basis des Musters (M), falls

a) furallei =1,...,dn gilt, dass

. d
minic; cy, € Z°t = 4_ ‘
CEN{ 3 €Y, } d—dn+i
und

b) die Vektoreny,,...,y,,, linear unabhingig sind.
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3.1 Basen fiir Muster und erzeugende Menge

Bemerkung 3.2.

Die Anordnung der Basisvektoreny, ...,y istnichteindeutig. Existieren zweiiden-
tische Elementarteiler ¢4_g,,+i = €4—dp+i+1 > 1, so ist auch die Menge mit vertausch-
teny,,y,. eine Basis des Musters P(M).

Die Anzahl dy; von nichttrivialen Elementarteilern heifst Dimension des Musters P(M).
Die Dimension dy ist identisch zum Begriff des Rangs des von {y,...,y,,, } aufge-
spannten Gitters [54, S. 13].

Lemma 3.3.

Gegeben seien eine Basis {y,...,yy,, } und zwei verschiedene Koeffizienten-Vekto-
T T

ren A = (A, ..., Aayg) s = (H1, .-, fhdy) ,d- B

/\i,,ui € {0,1,...,€d_dM+Z’ — 1}, fir:=1,...,dwm,
und \; # p; fiir mindestens ein j € {1,...,dnm}. Dann gilt

dm dm
Z AiY; a Z HiYi

i=1 M) i=l

M)

Beweis. Angenommen es gilt Gleichheit. Dann liegen beide Summen in der gleichen
Kongruenzklasse bzgl. mod E,. Fiir die Differenz der beiden Summen gilt also

dm

> =)y €2

i=1
Nunist fir j € {1,...,dm} mit \; # p;jedoch 0 < |\, — 11| < €4-dp+; und somit

(A\i — 1;)y; ¢ 7% Zusammen mit der linearen Unabhingigkeit der Basisvektoren ist
dies ein Widerspruch. [

Die Anzahl unterschiedlicher Elemente, die nach diesem Lemma existieren, ist 1 -
...-gq = m = | det M|. Ausgehend von einer Basis {y,...,y,, } des Musters P(M)
ist die Anordnung der Elemente durch die lexikografische Anordnung der Indizes, be-
zeichnet mit der Schreibweise

€d—dpg+1— 15841

dm
PM) = Z)\ij , (3.1)

=1 PM)/ (A1, Adpg)=0
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3 Die schnelle diskrete Fourier- und Wavelet-Transformation

auf der Menge Eny = {0,1,... 6441 — 1} X -+ x {0,1,...,e4 — 1} der Indizes
moglich.

Beispiel 3.4.
Gegeben sei eine Zerlegung M = QER der reguldren Matrix M € Z%*? in Smith-
Normalform, vgl. Definition 1.2. Weiter seien die Vektoren y; definiert durch

1

Ed—dm+j

yj = Ril €d—dn+j> ] = 1, ceey dM

Diese sind linear unabhiingig, da R ™! regulir ist und somit deren Spalten linear unab-
hingig sind. Sie erfiillen jedoch auch Teil a) der Definition 3.1,denn R~ € Z%*?, Somit
ist {y;,...,Ya, eine Basis des Musters P(M).

Wegen | det Q| = 1 ist nach Korollar 1.4
A(M) = A(ER) = {y; ERy € Z'} = A(E) = {x; Ex € 2},

wobei ¢ : A(ER) — A(E),¢(y) = Ry den Isomorphismus zwischen den Gittern
A(M) und A(E) beschreibt. Die gestauchten Einheitsvektoren

1

Ed—dn+j

€d—dn+j> ] = 17"'7dM7

bilden offensichtlich eine Basis des Musters P;(E). Die Betrachtung der Musterpunkte
y € P(M) uiber die Indizes in (3.1) ldsst sich also auch tiber die Isomorphie zu P(E)
interpretieren.

Eine solche Basis des Musters (M) hingt jedoch nicht von der Matrix M ab, sondern
ist fiir andere Matrizen, die das gleiche Gitter A(M) erzeugen, ebenso eine Basis. Dies
zeigt das folgende

Lemma 3.5.

Gegeben seien zwei regulidre Matrizen M, M, € Z%*¢ die das gleiche Gitter erzeugen,
d. h. es gilt A(M;) = A(M3), und eine Basis {y, ...y, } des Musters (M, ). Dann
ist {y1,...,¥ay, | auch eine Basis von P(M).

Beweis. Da die beiden Matrizen M; und M das gleiche Gitter erzeugen, existiert nach
Korollar 1.4 eine Matrix J € Z%*? mit | det J| = 1, fiir die M; = JM, gilt. Sei My =
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3.2 Die schnelle Fourier-Transformation

QER eine Smith-Normalform von My, dann ist M; = JQER eine Smith-Normal-
form von My, denn JQ € Z%*? mit | det JQ| = 1. Die Elementarteiler ¢, . .., ¢, beider
Matrizen und die Dimension der Muster dy;, = dw, sind alsoidentisch. Die Menge der
Basisvektoren {y,. .., Y du, } erfiillt also die Definition 3.1 und ist somit eine Basis des

Musters P(Ms). O

Definition 3.6 (Biorthogonale Basen).
Gegeben seien die Basen {y;, ...,y ,, } des Musters P(M) und {hy, ... hg,} der er-
zeugenden Menge G(M™). Sei heifRen biorthogonal, falls

1 o
yTh = Ed*dM+z‘ mOd 1 falls 1 = ]’
G =
0 mod 1 sonst.

Beispiel 3.7.
Durch Anwendung der Idee aus Beispiel 3.4 auf die transponierte Matrix M mit der
Smith-Normalform MT = RTEQ" ergibt sich

1 -T-.-1 s
y] - Q sdfdM+]'edfdM+j7 J = 17 ceey de

als Basis fiir das Muster P(M?). Durch Multiplikation mit M' erhilt man die Basis
{hy, ..., hy,} der erzeugenden Menge G(M™) mit

hj = RTed—dM—l—j7 ] = 1, ceey dM

Lemma 3.8.
Die Basen {y,,...,y4,} € PM) und {hy,..., hg,} C G(M") aus den Beispielen 3.4
und 3.7 sind biorthogonal.

Beweis. Fiir beliebigei,j € {1,...,dm} gilt

1 1

T
ed—dM-l-i - —edfdM+jed—dM+i° D
<C:d—dl\/[—f—l 5d—dM+Z

yih; = (RTed—dMﬂ')TR_l

3.2 Die schnelle Fourier-Transformation

Die Basen aus Abschnitt 3.1 werden im Folgenden verwendet, um eine schnelle Fou-
rier-Transformation auf dem Muster (M) anzugeben. Dieser Algorithmus verallge-
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3 Die schnelle diskrete Fourier- und Wavelet-Transformation

meinert die schnelle Fourier-Transformation aus [35, 36]. In [36] basiert die Transfor-
mation auf einer beliebigen Faktorisierung der Matrix, allerdings konzentriert sich
der im Folgenden présentierte Ansatz auf die Verwendung einer Zerlegung mittels
der Smith-Normalform (1.4). Diese wird auch in [35] verwendet, jedoch kann durch
die Verwendung biorthogonaler Basen fiir das Muster und die erzeugende Menge auf
die dort erwdhnte Umsortierung verzichtet werden.

In einem allgemeineren Ansatz wird in [1] die Fourier-Transformation fiir abelsche
Gruppen und deren Charaktere vorgestellt. Im Gegensatz zu dieser generelleren Her-
angehensweise ermoglichen die speziellen Eigenschaften der Muster eine Implemen-
tierung, die auf Arrays arbeitet. Zusatzlich wird es mit dem im Folgenden présentier-
ten Aufbau moglich, auf die Parallelisierung des Algorithmus einzugehen. Dies wird
abschlieflend an einem Beispiel illustriert.

Vermeidung der Umsortierung

Aus der Gleichung (1.21) folgt bereits, dass sich mit einem vorherigen und einem nach-
gestellten Umsortierungsschritt in Form der Permutations-Matrizen Py, Py, die Fou-
rier-Transformation mit dem Row-Column-Algorithmus realisieren ldsst. Dies soll
im Folgenden durch die Basen zu

‘F(M) = fEd—dMH ® fEd—dM+2 Q- Q@ Fey (3'2)

vereinfacht werden, wobei die ersten Faktoren 7. , ..., F, im Kronecker-Produkt

Ed—dpg
wegfallen, da F; = ¢ = 1ist. Dazu seien

{yi,---.¥ay} CPM) und {hi,...,hg,} C GM")

Basen des Musters P(M) und der erzeugenden Menge G(M™). Das folgende Theorem
gibt nun hinreichende und notwendige Bedingungen an, unter denen die lexikogra-
phischen Anordnungen

dm
DAY, und GM") = Zu] (33)
=1 PM)/ AcEy GM™)/ B

mit A = (\q,..., /\dM)T und p = (p, .. ., udM)T die Gleichung (3.2) erfiillen. Dies ver-
allgemeinert das Theorem I aus [2] dahingehend, dass die Aussage fiir ein beliebiges

68



3.2 Die schnelle Fourier-Transformation

Paar biorthogonaler Basen gilt und aufferdem an Stelle der Implikation eine Aquiva-
lenz steht.

Theorem 3.9 (Basen fiir das Kronecker-Produkt).
Werden die Anordnungen aus Gleichung (3.3) zur Konstruktion der Fourier-Matrix
F (M) verwendet, so gilt die Gleichheit in (3.2) genau dann, wenn die zwei Basen

{¥i,- - ¥Yay yund {hy, ... hg,}

biorthogonal sind.

Beweis. Der Beweis folgt durch Induktion tiber dys:

Fiir dyr = 1ist in Gleichung (3.2) die Fourier-Matrix 7 (M) = F,,, dennes gilte; = 1
firj =1,...,d— 1. Die Summen in (3.3) bestehen aus nur einem Term Ay, bzw. ;1 h;.
Damit gilt die Gleichheit der Fourier-Matrizen genau dann, wenn y1h; = ;' mod 1
erfiillt ist.

Sei dyi > 1 und nach Induktionsvoraussetzung gelte Theorem 3.9 fiir alle Fourier-
Matrizen bis zur Musterdimension dy; — 1. Weiter seien die Koeffizienten in der Basis-
Zerlegung A1, ..., Agy—1und iq, . .., flagp,—1 mit0 < Xj, 15 < €g—gpgtjyd = 1, -, dv—1,
beliebig aber fest gewéhlt und es bezeichne

1 dyv—1
° TR <27ﬁ > )\jgdldM+ij> |

\/gd—dM-i-l oL P

Die Untermatrix von F (M), die fiir diese festen Werte der Elemente

dm
X] = Z )\ij

s l:)\dMZO,...,éd—l,

=t M)
und
dm
Zk:ZMjhj , k=pay=0,...,e4 1,
=1 G(MT)
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3 Die schnelle diskrete Fourier- und Wavelet-Transformation

generiert wird, kann als

A T /dng ga—1
-1 —27i ih; Ay
1 (yet - L[ e(Eem) (£
vm k=0 /M
k,l=0 (3-4)
C . . T Ed*l
_ (e 27T1khdMZYdM) — C-Fsd
/€4 k,1=0

geschrieben werden. Die letzte Gleichheit gilt genau dann, wenn die beiden Basisvek-
toren hy,, und y,  die Biorthogonalitdt aus Definition 3.6 erfiillen.

Somit ist die Teilmatrix von F (M), die von beliebig aber fest gewidhlten Basis-Koeffi-
zienten Ay, ..., A\gy—1, /41, - - - » fdy—1 €rZeugt wird, genau dann identisch zu 7, wenn
die jeweils letzten Basis-Vektoren biorthogonal sind. Diese Matrizen F,, stellen den
letzten Faktor des Kronecker-Produktes in (3.2) dar. Der Vorfaktor c entspricht einem
Element des gesamten, davor stehenden Produktes 7., , ., ® ---® F, ,.Fir dieses
Kronecker-Produkt gilt Theorem 3.9 nach Induktionsvoraussetzung.

Die Gleichung (3.2) ist genau dann erfiillt, wenn die lexikographischen Anordnungen
des Musters P(M) und der erzeugenden Menge G(M?") in (3.3) von einem Paar bior-
thogonaler Basen stammen. [

Der Algorithmus

Die Techniken der schnellen Fourier-Transformation aus [10] lassen sich nun anwen-
den. Gegeben sei eine Basis {y,...,yg,, } des Musters (M). Dann existiert fiir jedes
y € P(M) eine eindeutige Darstellung, also

dm

IXNEEM 1y =D s
k=1 PM)

Damit ist fiir einen Datenvektor b = (by), ep), der als Vektor der Abtastwerte einer
Funktion f auf dem Muster (M) verstanden werden kann, auch eine Adressierung
in den Basis-Koeffizienten b = (b)), , moglich. Verkiirzend bezeichne

g .= fgd_dMH ®f5d_dM+2®...®f_‘6d_l c Can’ n="m

€d
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3.2 Die schnelle Fourier-Transformation

die Fourier-Transformation beziiglich der Basis-Vektoreny,, ...,y ;. Die Fourier-
Transformation beziiglich der lexikographischen Anordnung der Zeilen und Spalten
der Fourier-Matrix ldsst sich schreiben als

B:(g®fsd)b

\ ( b(0,0,...,0) \

GiaFe, GiaFe, - GiaFe, :

b0,0,....ca—1)

b,....0,1,0

| GoaFey DTy o GanF, e (55)

b(,...0,1,e4-1)

: : b,...0,2,0)
OniFey GnoFey o GnntFe, :

Die Berechnung kann so in zwei Teile zerlegt werden. Zunichst wird das Matrix-Vek-
tor-Produkt

eq—1
f&d (b(Al ..... /\dM))AdMIO
fir feste Werte Ay, ..., \g,,—1 berechnet. Nach dieser Fourier-Transformation auf den

Blockenist die zweite Fourier-Transformation eine Verschachtelte, denn fiir jeden Wert
Ay, = 0,...,e4 — 1 kann hier die Multiplikation mit G berechnet werden. Diese Auf-
teilung wird solange fortgesetzt, bis G der klassischen Fourier-Matrix F., , ., ent-
spricht. Diese gesamte Berechnung, die in Algorithmus 3.1 als Mathematica-Quelltext
realisiert ist, wird also, analog zur Induktion im Beweis zu Theorem 3.9, als Rekursion
umgesetzt. Insgesamt fithrt die Analyse zu einer Laufzeit, die im folgenden Theorem

festgehalten ist.

Theorem 3.10 (Komplexitit der FFT auf dem Muster P(M)).

Gegeben sei eine Matrix M € Z%*? mit m = |det M| > 0. Dann kann die Fourier-
Transformation auf dem Muster P(M) mittels Gleichung (3.5) in O(m log m) Schritten
berechnet werden.

Beweis. Gegeben sei eine beliebige Implementierung der eindimensionalen schnellen
Fourier-Transformation. Bekanntermafien ist ein solcher Algorithmus fiir einen Da-
tenvektor der Linge k mit der Komplexitit von cpprk log k + O(k) Schritten, cppr € R,
berechenbar.

71



O ® N o wnn h wWN
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Algorithmus 3.1. Die FFT auf dem Muster P(M).

FourierOnPattern[e_, b_] := Block[{hatb},
% e = (;)™: vector containig the elementary divisors of M
% b: vector of input values given as b = (by)
%
% hatb: The Fourier transform b = F(M)b
If [Length[c] == 1, Return[Fourier[b]];
% Perform the transforms on blocks of size ¢4
Do |
hatb [[{ p1, - - -, ttay,_, },AN]] = Fourier[b[[{u1, - .., tan_, }AN]]];
{rilenh . {pan Leay -1} |;
% Perform transform on the first dpg_1 cycles recursively on interleaved blocks
Do |
% sec denotes dpg — 1 times the term All
hatb [[sec,£]] = FourierOnPattern[{e1, ..., e4y_, },hatb[[sec,£]]];

{&Leant |;
Return[hatb];

l;

AGEM

Dann folgt per Induktion iiber dy;: Der erste Schritt besteht aus der Berechnung der
Fourier-Transformation

eq—1
‘Fad (b(>\1,,)\dM)>AdM:0
fiir beliebig aber fest gewdhlte \i,..., A\g,—1, 0 < A\; < €44y, +i- Dies umfasst n =
€1 -...-g4-1 Fourier-Transformationen der Eingabegrofie £ = ¢4, die jeweils von der

Komplexitit cppreglogeqs + O(g4) sind.

Im zweiten Schritt werden die verschachtelten Fourier-Transformationen durchge-
fihrt: Fiirjeden Wert 0 < )4, < ¢4wird eine Transformation mit der MatrixG € C™"*"
berechnet, von denen jede nach Induktionsvoraussetzung cgprn log n + O(n) Rechen-
schritte benotigt. Dies fithrt insgesamt auf

n (cprreglogeq + O(eq)) + €4 (cgrrnlogn + O(n))

= cprrneglogeq + O(m) + cprrneglogn + O(m)

crrrm (log eq + logn) + O(m)
< cprrm logm 4+ O(m). O

Ein Wert fiir die Konstante cppr aus dem vorigen Beweis findet sich mit cppr = % Gleit-
komma-Rechenoperationen in [24].
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3.2 Die schnelle Fourier-Transformation

Der Beweis zeigt aufierdem die Moglichkeiten der Parallelisierung der mehrdimen-
sionalen Fourier-Transformation, welche sich aus der Struktur des Algorithmus erge-
ben:Im ersten Schritt werden n Transformationen der gleichen Grofie k = ¢, durchge-
fihrt. Diese werden auf nicht iiberlappenden Blocken von b berechnet. Dies gilt eben-
so fiir den zweiten Schritt, denn auch die dort durchgefiihrten ¢, Transformationen
arbeiten auf nicht iberlappenden Blocken. Es ist also in beiden Schritten moglich, je-
weils eine SIMD-Implementierung wie in [18] zu verwenden. Zusétzlich kann in den
einzelnen auftretenden eindimensionalen Transformationen eine weitere Paralleli-
sierung eingesetzt werden, wenn diese so grof3 sind, dass der Initialisierungs-Over-
head mehrerer Kerne nicht den Gewinn der Parallelisierung aufhebt.

Beispiel

Fiir verschiedene Muster (M) der gleichen Anzahl m = |P(M)| = | det M| an Punk-
ten im Fall d = 2 ldsst sich an deren Fourier-Transformationen betrachten, welchen
Einfluss die Zerlegung(3.5) auf die Laufzeit hat. Die Muster lassen sich nach ihrer Mus-
ternormalform aus Definition 1.6 gruppieren, so dass es fiir die Laufzeiten geniigt, le-
diglich einen Reprisentanten jeder Gruppe, ndmlich die Musternormalform selbst, zu
betrachten. Die Anzahl dieser Muster wird in [29, Lemma 2.6] beschrieben. Insgesamt
sind die Musternormalformen von der Form

Mz(é ;) mitm =kl, k€N und0<i<k, (3.6)

wobei die unterschiedlichen Zyklen in den Elementarteilern ¢, ¢; auftreten, wenn ¢
alle Teiler von k durchlauft.

Die Implementierung fiir dieses Beispiel basiert auf der Methode Fourier[], wie sie in
Wolfram Mathematica 9.0.1.0 gegeben ist und bereits als gegebene eindimensiona-
le Fourier-Transformation im Algorithmus 3.1 vorkommt. Die Laufzeit dieser Imple-
mentierung wird nun betrachtet. Sowohl die Fourier-Transformationen in Zeile 9, als
auch die rekursiven Aufrufe in Zeile 14 arbeiten dabei auf nicht tiberlappenden Da-
tenteilen und konnen somit parallelisiert werden. Dazu steht in Mathematica die Me-
thode ParallelDo [] zur Verfiigung. Es ist jedoch in dieser Methode notwendig, den par-
allelen Zugriff auf ein Array durch Anpassung der Methode MemberQ[] zu implemen-
tieren. Auflerdem ist es bei der parallelen Implementierung fiir den Fall, dass die erste
Fourier-Transformation nur sehr wenige Daten umfasst, sinnvoll, eine Matrix-Multi-
plikation anstelle der eigentlichen Fourier-Transformation zu nutzen. Dies ist schnel-
ler fiir sehr kleine Werte, da in diesem Fall die Initialisierung der schnellen Fourier-

73



3 Die schnelle diskrete Fourier- und Wavelet-Transformation

Tabelle 3.1. Laufzeiten der FFT auf Mustern (M) der Form (3.6).

i Zyklen seriell (Sek.) Faktor parallel (Sek.) Gewinn

0 4096 4096 25.414972 24.9187 2.107527 12.05914

1 16777216 0.98697 0.96771 0.969766  1.01775

2 2 8388608 12.397334 12.1553 1.370723  9.04438

4 4 4194304 24.671443 24.1897 1.203840  20.4940

3 8 2097152 12.262814 12.0234 1.112375  11.0240

16 16 1048576 12.126922 11.8901 1.134637 10.68793
32 32 524288 12.486624 12.2428 1.143507 10.91958
64 64 262144 12.357125 12.1158 1.251825  9.87129
128 128 131072 12.545804 12.3008 1.446735  8.67181
256 256 65536 11.531107 11.3060 1.964164  5.87075
512 512 32768 13.574930 13.3099 2.639521  5.14295
1024 1024 16384 20.138746  19.7455 2.633747  7.64642
2048 2048 8192 16.184233 15.8682 4.434711 3.649445

Transformation ldnger dauert, als das Aufstellen der Fourier-Matrix und die parallel
ausgefiihrte Matrix-Vektor-Multiplikation.

Fiir einen zufilligen Datensatz a = (ay)yenm), der einer Menge an Funktionswer-
ten auf einem der Muster (M) der Matrizen aus (3.6) entspricht, wird die Laufzeit
einer seriellen und einer parallelen Implementierung der mehrdimensionalen Fou-
rier-Transformation verglichen. Zusétzlich wird die serielle Implementierung mit der
eindimensionalen Fourier-Transformation, also der Vorstellung, der Datensatz sei die
Abtastung einer eindimensionalen Funktion, verglichen. Wahrend der erste Vergleich
die Parallelisierbarkeit der Implementierung demonstriert, illustriert der zweite Ver-
gleich nicht nur die theoretisch gezeigte Komplexitit des Algorithmus, sondern zeigt
auch auf, wie grofd der Aufwand ist, die Zerlegung in mehrere kleinere Fourier- Trans-
formationen und die Adressierung der Datenblécke durchzufiihren.

Die erlduterten Algorithmen wurden auf einem Intel Core i7, der 4 Duo Cores mit je
3,4 Ghz besitzt, mit einem Arbeitsspeicher von 16 GB, Mac OS 10.8.2 als Betriebssys-
tem gerechnet. Insgesamt ist es also moglich, 8 Prozesse parallel durchzufiihren.

Fiir 50 zufillig erzeugte Datensitze wurden mit & = [ = 2! also jeweils m = 2%
reellen Zahlen umfassende Datenvektoren, die Laufzeiten des Algorithmus beziiglich
aller Teiler i von & gemessen und in Tabelle 3.1 aufgefiihrt. Der Wert hinter der Spalte
mit den Zeiten fiir die serielle Implementierung zeigt, um welchen Faktor der zweidi-
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3.3 Die schnelle Wavelet-Transformation

mensionale Fall langsamer ist als der Eindimensionale. Die eindimensionale Fourier-
Transformation bendtigt dabei im Mittel 1.019914 Sekunden. Die letzte Spalte zeigt
den Gewinn der Parallelisierung. Im Fall i = 0 sind von den insgesamt 8192 Fourier-
Transformationen je 4096 im ersten und 4096 im zweiten Schritt des Algorithmus not-
wendig. In der seriellen Implementierung ist dies um einen Faktor von etwa 25 lang-
samer als die eindimensionale Fourier-Transformation. Die parallele Implementie-
rung ist immerhin noch um den Faktor 12 schneller als die Serielle. Die Verwendung
der parallelen Matrix-Vektor-Multiplikation bringt fiir diese Datensitze einen Vor-
teil, falls e; < 128 ist. Dieser Wert wurde empirisch gefunden.

Mit den vorgestellten Basen vereinfacht sich die Fourier-Transformation auf dem Mus-
ter also zu einer mehrdimensionalen tensorproduktartigen Fourier-Transformation,
wobei die Dimensionen durch die Smith-Normalform gegeben sind. Weitere Aspek-
te der Parallelisierung fiir grofle Anzahlen von Prozessoren der dreidimensionalen
Fourier-Transformation finden sich beispielsweise basierend auf der C++-Bibliothek
FFTW in [42]. Es gibt viele weitere Moglichkeiten, mit mehrdimensionalen Fourier-
Transformationen umzugehen, siehe etwa [16, Kapitel 9] fiir einen Uberblick.

3.3 Die schnelle Wavelet-Transformation

In dhnlicher Weise wie fiir die Fourier-Transformation konnen die in diesem Kapi-
tel eingefiithrten Basen fiir das Muster (M) und die erzeugende Menge G(M?') auch
auf die Wavelet-Transformation aus Abschnitt 1.5 angewandt werden. Fiir diesen Ab-
schnitt seien die reguliren Matrizen J,N € Z?*¢ eine Faktorisierung von M = JN.
Zu jeder dieser drei Matrizen sei eine Basis gegeben. Es bezeichne jeweils

{X1,...,Xqy, } fur P(M),
{Y17 ce Jde} fiir 7)(N)

und

{z1,...,2q4,} fur P(J) (3.7)

eine Basis des jeweiligen Musters mit der iiblichen, jedoch nicht eindeutigen, Sor-
tierung in aufsteigender Zyklenldnge. Im Folgenden ist nach einer gesamten Rech-
nung stets auf den entsprechenden Reprisentanten des Musters abzubilden, der in
der gleichen Restklasse liegt. Auf die Notation oy, wird dabei verzichtet. Wie in
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3 Die schnelle diskrete Fourier- und Wavelet-Transformation

Abschnitt 3.1 gelten die Ausfithrungen analog fiir die beiden erzeugenden Mengen
G(M) und G(MT), wobei fiir den zweiten Fall die Rollen der Matrizen J und N we-
gen M’ = NTJ7T vertauscht sind.

Die Skalierungs-Eigenschaft

Lemma 3.11 (Projektion).
Gegeben seien die reguliren Matrizen J,N € Z%*% und M = JN. Dann existiert fiir
die Basen aus Gleichung (3.7) eine Matrix P € NiM*N 50 dass fiir jedes y € P(N)

dN dm
I €EN INEEM 1y =) iy =) A
k=1 =1

gilt, wobei A = Pp.

Beweis. Nach Theorem 1.3 ist P(IN) C (M). Insbesondere ist jeder Basisvektor y, €
P(M) und kann somit beziiglich der Basis des Musters P(M) zerlegt werden:

dm
Hpk = (pz,k)fli’ll € NgM Y = Zp”fxl, k= 1, - ,dN.
=1

Dies lasst sich auf jeden Musterpunkt y € (N) anwenden, der in beiden Basen der
Muster P(IN) und P(M) dargestellt werden kann. Es existieren also 4 € Exyund A\ €
En, so dass

dn dn du du dn dnt
Y= kYE =) ik D DX =Y > mpiaXi = Y AX. O
k=1 k=1 =1 I=1 k=1 =1

Wihrend Lemma 1.23 a) eine direkte Verallgemeinerung von [50, Theorem 4.1.2a] ist,
bieten die Basen eine weitere Moglichkeit der Beschreibung von Teilrdumen. Im Ein-
dimensionalen ist es, etwa bei festem Skalierungsfaktor j = 2, lediglich moglich, die
Schrittweite der gleichverteilten Punkte auf[—7, 7) zu verdoppeln, also die Anzahl der
Punkte und der Frequenzen in der erzeugenden Menge zu halbieren. Im Mehrdimen-
sionalen ist es fiir eine Skalierung um den Faktor j = | det J| moglich, mehrere Zerle-
gungen anzugeben. Es gibt verschiedene Teilmuster P(N) C (M), die jeweils von der
Wahl der Matrix J abhédngen. Es ist dabei moglich, zu beschreiben, wie sich die Rich-
tungen der Basisvektoren verdndern. Aus Sicht der Mustergruppe (P(M), + ]P(M)),
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3.3 Die schnelle Wavelet-Transformation

bzw. analog der erzeugenden Gruppe (G(M™), + |Q(MT))! werden anstelle der Rich-
tungen die verschiedenen Zyklen und deren Verdnderung betrachtet. Im Eindimen-
sionalen ist dies ebenso ein Verringern der Elemente um den Faktor j . Im Mehrdi-
mensionalen ist es moglich, dass sich Zyklen in ihrer Ldnge und Richtung verdndern
und, dass neue Zyklen hinzukommen, solange deren Anzahl dn < d ist.

Im folgenden Theorem wird fiir den Fall, dass die Matrix J ein Muster P(J) der Di-
mension dy = 1 erzeugt, ebendiese Verdnderung der Zyklen in Lange und Richtung
betrachtet. Die damit charakterisierten Eigenschaften in einem Muster umfassen bei-
spielsweise alle Matrizen mit | det J| = 2. Der allgemeinere Fall 1dsst sich daraus ab-
leiten und wird nach dem Theorem dargestellt.

Theorem 3.12 (Die multivariate Skalierungs-Eigenschaft).
Gegeben seien die reguliren Matrizen J,N € Z%?und M = JN mit der Musterdi-

mension dy = 1. Weiter seien die Basen der drei Muster wie in (3.7) gegeben und die

MJN

Elementarteiler der Matrizen mite;”, 5, ¢,

j=1,...,d,bezeichnet. Dann gilt
1) fallsN~'z; ¢ span{y,,...,y4.},dass
a) dv = dn + 1 giltund

b) einx; € {xy,...,xq,, } existiert, so dass

N7 lz; = x;mod E;, )€ {1,... ,53 — 1} und 5}\/[ = 5;},

2) falls N~'z; € span{y,,...,y,,}, dass

a) dyv = dN gilt und

b) die Zerlegungen
dm
N1z, = Z)\ZXZ, A€Ey, und N7z = Zukyk, e QY

=1

existieren, mit

1
A= SPu. PeNpo, (5.8)
d
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3 Die schnelle diskrete Fourier- und Wavelet-Transformation
Beweis. Wegenz; € P(J)istJz; = MN 'z, € Z% und somit N~!z; € P(M).

FallsN~'z; ¢ span{y,, ...,y } ist, so gilt fiir die linearen Hiillen

Span{Ylw"7de} C:Span{ylw.,adeanilzlh

wobei Gleichheit ausgeschlossen ist. Dies gilt aber auch, wenn man die gewichteten
Summen auf die Vorfaktoren aus En bzw. En X Ej beschrinkt. Mit Lemma 1.5 ldsst
sich jedes x € (M) eindeutig zerlegen in

X = y-l—N_lz‘p(M), y € P(N),z € P(J).

Dies kann beziiglich der Basen der beiden Muster P(N) und P(J) weiter zerlegt wer-
denin

dn
JpeEnd0eEy : x= ZﬂkYk: + 60Nz,
k=1

wobei der zweite Term lediglich ein Summand ist, da dy = 1 ist. Fiir den ersten Fall
des Theorems ist die Menge {y, ...,y , N 'z} linear unabhingig, womit a) gezeigt
ist. Die Aussage b) ergibt sich aus der Teilmengen-Beziehung P(N) C P(M), denn da-
mit sind alle Zyklen des ersten Musters auch Zyklen des zweiten Musters. Das Muster
P(M) enthilt jedoch auch einen weiteren Basisvektor x;, der den gleichen Zyklus auf-
spannt wie der Vektor N~'z;, der nach Voraussetzung nicht in den vorherigen Zyklen
liegt.

Mit dem gleichen Ansatz folgt fiir den zweiten Fall N"'z; € span{y,...,y .}, dass
fiir die Zerlegung gilt

dN dN
Ny €En3lpe QNI eEy : Nlzy =Y iy, +6 iy
k=1 k=1

Somit ergibt sich die Aussage a). Wegen eJz; € Z?gilt u € Q~. Dies lisst sich ebenso
verwenden, um auf die Zerlegung

dn
Hp € En : 5‘§N_1z1 = Z,ukyk
k=1
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3.3 Die schnelle Wavelet-Transformation

das Lemma 3.11 anzuwenden. Es folgt fiir N~'z; € P(M), dass

dm 1 dN 1 dN dm
IXNEEM Nz =) Axj=— ==
M 1 Z 1X1 - ZMkYk -J Mk DX
1=0 d k=0 dg=0 I=1
und damit die Aussage in (3.8). O

Die Gleichung (3.8) verallgemeinert den eindimensionalen Fall, in dem sich die Mus-
terpunkte und Frequenz-Indizes lediglich vervielfachen. Diese Verringerung des Ab-
standes der Musterpunkte geschieht stets in einer bestimmten, durch N~'z; beschrie-
benen Richtung. Im ersten Fall, in dem diese neue Richtung die Dimension erhoht,
wird ein ,Zyklus“ erweitert, der vorher die Linge " i = 1 hatte. Dieser Zyklus be-
sitzt dann die Lange )', , = ¢J. Im zweiten Fall wird ein bestimmter Zyklus um
den Faktor €7 vervielfacht.

Das Theorem 3.12 gilt auch fiir Matrizen J mit mehr als einem Basisvektor. Dazu wird
die Basis {z1, ..., 24, } des Musters P(J) in zwei disjunkte Mengen B, B; zerlegt, die
je den ersten bzw. zweiten Fall des Theorems erfiillen. Dann ergibt sich die Dimensi-
on des Musters P(M) zu dyy = dn + |Bi| und jeder Basisvektor z; € B; erfiillt eine
Skalierungseigenschaft wie in (3.8).

Der Algorithmus

Fiir eine Faktorisierung der reguliren Matrix M € Z%*? der Form M = JN, J N ¢
7%%4 seien die Funktionen ¢, 4, . . ., V) et 3, die eine Zerlegungsstufe der Multiska-
len-Analyse aus Abschnitt 1.5 darstellen, gegeben. Es liegt also die Zerlegung

| det J|
G- W

j=1

vor und insbesondere existieren Koeffizientenvektoren b; = (bj7y)y€'p(M) e C", so
dass

b= Y b Ve =L ldetd)
yEPM)
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3 Die schnelle diskrete Fourier- und Wavelet-Transformation

gilt. Es seien weiter eine Funktion f mit
f= Z ay Ty € Vi
yeRM)

und zwei Basen mit {hy, ..., hg,} fir G(M") und {ky, ..., kg, } fiir G(NT) gegeben.
Dann lisst sich die Wavelet-Transformation von f fiir dieses eine Level durch die fol-
genden Schritte beschreiben:

1) Berechne die Fourier-Transformationen & = F(M)a und b = F(M)b, fiir j =
., | det J.

2) Berechne die Matrix P zur Umrechnung von Koeffizientenvektoren aus der Basis
{ki, ..., kg } indie Basis {hy, ... hy,, } nach Lemma 3.11.

3) BerechnefiirjedenBasisvektorg;,j = 1,...,dy,einerBasis{g;,... g, } vonG(J")
die Zerlegung

M
NTgJ - ZQZ,]hz ) (qZ,J)?iAl EEM?] = 17"'7de
= G(MT)

in G(M™) und verwende diese,um N'g € G(M?'), g € G(JT), mittels des entspre-
chenden Koeffizientenvektors Ay € [Enf darzustellen.

4) Berechne XA = Ppuly  fiirjedes Elementh € G(N™) der erzeugenden Menge G(N™),
indem alle Werte 4 € En durchlaufen werden und damit

A

d'h Tl To,
Js \/m Z jh+N h+N'lg

geg(JT)
j=1,...,|detJ|, heGNT),

wobei &, b adressiert werden durch A + Aglg,, und d; durch p, vgl. (1.50) und (1.51).
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3.3 Die schnelle Wavelet-Transformation

5) Fithre die inverse Fourier-Transformation fiir jeden Anteil d; durch, um die Zerle-
gung

| det J|
/= Z Z djy Ty
Jj=1 yePN)

zu erhalten.

In den Schritten 1, 4 und 5 ist es moglich, auch die Koeffizienten b;, d; und deren Fou-
rier-Transformierten Bj, aj {iber die Basisvektoren g, € G(JT),k = 1,...,dy, der
erzeugenden Menge zu adressieren, anstatt mit einer beliebig aber festen Sortierung
j =1,...,|det J|. Dies ist jedoch erst sinnvoll, wenn dj > 1 ist. Andernfalls ist durch
die Vielfachen des einzigen Basisvektors kg, € G(JT), k = 1,...,e] = |det J|, ei-
ne natiirliche Sortierung gegeben. Fiir eine beliebig aber fest gewihlte Sortierung ist
eine Adressierung iiber den Index j dariiber hinaus iibersichtlicher in der Notation.

Im Spezialfall | det J| = 2 sei ¢); diejenige Funktion, die in gewissem Sinne den nie-
derfrequenten Anteil von ¢ darstellt und ¢, diejenige, die den hochfrequenten Anteil
repréasentiert. Dann vereinfachen sich die Summen des vierten Schrittes zu lediglich
2 Summanden. Der Algorithmus beschreibt dann einen Schritt der dyadischen Wave-
let-Transformation. Fiir jede weitere Zerlegung eines der Rdume Vﬁj in eine weitere
direkte Summe translationsinvarianter Rdume, also mit N = J,O, sind lediglich die
Schritte 2 bis 4 erneut zu berechnen, denn mit f)j liegt das Ergebnis der ersten Zerle-
gung bereits als Fourier-Transformierte der Koeffizienten vor.

Fiir eine feste Anzahl von m = | det M| Datenpunkten lisst sich auch hier die Komple-
xitdt des Algorithmus, also die Laufzeit, angeben. Obwohl die Anzahl Wavelet-Rdume
mit | det J| und die Dimension d konstant sind, sollen sie in den folgenden Ausfiihrun-
gen als Bestandteil genannt werden, um hervorzuheben, wie sich diese beiden Werte
auf die Laufzeit auswirken.

Zunichst werden im ersten Schritt | det J| + 1 Fourier-Transformationen durchge-
fihrt. Jede dieser Transformationen hat die Eingabegrofie m. Im letzten Schritt wer-
den ebenso Fourier-Transformationen berechnet, genauer | det J| Transformationen

der Eingabegrofie n =

| dnz 3] Mit der Laufzeit-Komplexitidt aus Theorem 3.10 bend-
e

tigt der fiinfte Schritt | det J|cgprn logn + O(n) < cgprm log m + O(m) Rechenschritte.
Zusammen benoétigen die Fourier-Transformation im ersten und fiinften Schritt des

Algorithmus (| det J| + 2)cprrm logm = O(mlogm) Rechenoperationen.
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3 Die schnelle diskrete Fourier- und Wavelet-Transformation

In Schritt 2 miissen dn;, in Schritt 3 dy Gleichungssysteme mit d Unbekannten gelost
werden. Diese beiden Schritte lassen sich in adaptiven Verfahren durch Vorberech-
nungen im Aufwand verringern. Schlechtestenfalls sind jeweils d Gleichungssysteme
zu 16sen, also 2c;d* = O(d*) Rechenschritte nétig, wobei c; eine algorithmenabhin-
gige Konstante ist.

Schlussendlich umfasst Schritt 4 die Berechnung von |det J||G(NT)| = m Koeffizi-
enten, die sich jeweils als Summe von | det J| Werten ergeben, so dass dieser Teil in
c2| det J|m = O(m) Schritten berechnet werden kann.

Insgesamt ergibt sich also ein Rechenaufwand von
(| det J| + 2)cpprm logm + 2c1d* 4 co| det J|m + O(m) = O(mlogm),

wobei cj, c; Konstanten sind, die von der entsprechenden Implementierung abhin-
gen. Sie sind jedoch insbesondere unabhingig von m, | det J|, d und n.

Liegen die Eingabedaten als Fourier-Transformierte vor und werden die Ausgaben
ebenfalls in Fourier-Koeffizienten benotigt, so entfallen der erste und letzte Schritt;
die Wavelet-Transformation ist dann in O(m) Rechenschritten durchfiihrbar. Dies
gilt auch fiir weitere Zerlegungen einer der Funktionen 7);, denn fiir diese ist ledig-
lich eine Wiederholung der Schritte 2-4 notwendig.

Die | det J| Fourier-Transformationen im ersten Schritt sowie die Schritte 2 und 3 sind
Berechnungen, die unabhingig von den Daten selbst notwendig sind. Sie konnen al-
so zwischengespeichert werden und miissen so fiir eine Zerlegung weiterer Daten in
Form von Funktionen fs, f3, ... nicht erneut berechnet werden. Somit vereinfacht sich
die Betrachtung der Rechenschritte fiir vorberechnete Adressierungsvektoren A, zu

2cprrm logm + 3| det Jym + O(m).

Liegen die Koeffizienten d von f € V}, bereits im Frequenz-Bereich vor, so entfallen
auch die restlichen Fourier-Transformationen und es verbleibt lediglich Schritt 4 des
Algorithmus, also eine schnelle Wavelet-Transformation der Komplexitat

co| det Jm = O(m).
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Trigonometrische Polynome

Eine wichtige Eigenschaft von Wavelet-Systemen ¢; , := Ty1;, y € P(M}), ist die Be-
schreibung von Details sowohl im Frequenz- als auch im Ortsbereich. Ersteres wird
dabeidurch die verschiedenen Level j = 0, 1,2, 3, .. .realisiert, Zweiteres durch Trans-
lation T,1); des Wavelets v¢); zum Level j. Dazu miissen jedoch die Wavelets auch im
Ortsbereich eine gewisse Lokalisierung aufweisen. Im Eindimensionalen werden in
[50] de la Vallée Poussin-Mittel und die daraus resultierenden Wavelets betrachtet,
die aufgrund des Abklingverhaltens ihrer Fourier-Koeffizienten eine gewisse Lokali-
tat aufweisen.

Dieses Kapitel widmet sich solchen lokalisierten Skalierungsfunktionen ;, die einer
periodischen, anisotropen Multiskalen-Analyse (({J;}i0, {V;};>0) geniigen. Dabei
entstehen die Fourier-Koeffizienten der Skalierungsfunktionen ¢; als Abtastung ei-
ner r-mal stetig differenzierbaren Funktion g. Analog entstehen die dazugehorigen
Wavelets 1/; ebenso als Abtastung einer solchen Funktion. Insgesamt verallgemeinert
diese Konstruktion nicht nur die eindimensionalen de la Vallée Poussin-Mittel aus
[50], sie ergédnzt diese auch um weitere eindimensionale Funktionen. Die Konstrukti-
on beinhaltet auch die in [29] eingefiihrten und in [2] verwendeten Dirichlet-Kerne.

Ausgehend von einer Einfithrung in die Notation der eindimensionalen Theorie der
de la Vallée Poussin-Mittel aus [50] beschreibt Abschnitt 4.1 die Motivation fiir die
nachfolgende Konstruktion. Der vorgestellte Ansatz verallgemeinert die de la Vallée
Poussin-Mittel o’ aus dem Eindimensionalen und zeigt die Herausforderungen im
Mehrdimensionalen auf. Dabei ist ein wesentlicher neuer Fall die Dilatationsmatrix
Jp = (1 7'), die im Eindimensionalen kein Analogon besitzt.

In Abschnitt 4.2 werden de la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktionen ‘P{/El’n’ [ <

n € N, eingefiihrt, die neben der Matrix M, zusitzlich von einem Matrix-Vektor ;1
abhidngen und auf einer Funktion ¢ basieren. Fiir die klassischen de la Vallée Poussin-
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4 Trigonometrische Polynome

Mittel entspricht g einer gewissen C''-Funktion B,,. Die Konstruktion ist dabei derart

allgemein, dass als Dilatationsmatrizen J;, k£ = [,.. ., n, beliebige reguldre ganzzah-
lige Matrizen verwendet werden konnen. Der nachfolgende Abschnitt 4.3 fiihrt fiir
t.7l+1,n

den dyadischen Fall die dazugehdrigen Wavelets ¢y, ] < n € N, ein. Dieser Ansatz
lasst alle Dilatationsmatrizen J mit Determinante +2 zu, also insbesondere neben der
Matrix Jp auch die Scherungsmatrizen J)i(, Jii/. Auf Basis einer Menge 7; an Matrizen
stellt der Abschnitt 4.4 zwei Ansidtze vor, die Wavelets mit einer gewissen Hauptrich-

tung v zu konstruieren bzw. in einer Wavelet-Zerlegung zu erhalten.

Unter wenigen Einschrinkungen an den Tréger der Funktion g beschreibt der Ab-
schnitt 4.5 schliefilich, wie sich die rekursive Definition 4.6 zu einer expliziten For-
mel vereinfacht. Daraus ergeben sich die multivariaten de la Vallée Poussin-Mittel ¢3 .
Dies stellt einen Weg dar, aus den verallgemeinerten Mitteln eine Multiskalen-Ana-

lyse ({Ji}i=0, {V;};>0) zu erzeugen.

4.1 Einfihrung und Idee

Ausgehend von der Notation der klassischen de la Vallée Poussin-Mittel oL, wie sie
in [50] zur Konstruktion von Wavelets verwendet werden, fiihrt dieser Abschnitt zu-
nichst eine Formulierung ein, bei der die Funktion b,, aus der durch Abtastung die
Fourier-Koeffizienten ¢, (gojTV), k € Z, entstehen, unabhéngig von N definiert ist. Da-
bei wird der absolute Wert 7" durch einen relativen Wert o = % ersetzt. Mit dieser
relativen Angabe wird dann der mehrdimensionale Fall fiir Funktionen B,, die als
Tensorprodukt aus b, hervorgehen, eingefiihrt. Fiir die Staffelung der Rdume, wie sie
fiir eine Multiskalen-Analyse aus Abschnitt 1.5 notwendig ist, 1dsst sich eine zu Lem-
ma 1.23 e) analoge Formulierung auch in den Funktionen angeben. Fiir den Fall, dass
dabei die Dilatationsmatrix keine Diagonal-Matrix ist, tritt bei ebendieser Staffelung

ein Sonderfall auf. Dies wird an der Matrix Jp illustriert.

Allgemeiner lassen sich die de la Vallée Poussin-Mittel % auch als Abtastung gewisser
B-Splines bzw. im Mehrdimensionalen Box-Splines Bz interpretieren, die abschlie-
3end kurz eingefiihrt werden.
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Abbildung 4.1. Die Fourier-Koeffizienten ¢, (¢}, ), |cx( fﬁv) l, ck(e3r), k >

0, (dunkel, hell, weiR) der de la Vallée Poussin-Mittel o, 3, und des
dazugehorigen Wavelets wffN fur M = 32 =2N,S =4 = 27T und

die dazugehorigen Funktionen \/N_lb% (N~1o), v/ M b (M~1°)und
(N—1o)].

Elen

Die klassischen de la Vallée Poussin-Mittel

In [50, Kapitel 4] werden die de la Vallée Poussin-Mittel o} fiir gerade N € 2N und
% > T € N definiert durch

1 1 falls |k| < & — T,
: _ N
o = i che”“’ mit ¢ = { 2 +2TT - falls E_T<|k<E+T, (41
keZ 0 falls % + T < |kl

und zur Konstruktion einer Multiskalen-Analyse genutzt. Fiir zwei aufeinanderfol-

gende Skalierungsriaume V]@TV, V]\ﬁ% mit den de la Vallée Poussin-Mitteln (7, go%, M =
2N,S < N,istdies in Abbildung 4.1 gezeigt. Die Fourier-Koeffizienten sind gegeben
durch die Abtastung eines stiickweise definierten linearen Splines der Form

1 falls |z| < § — a, )
ba(x) = %+§a—|x\ falls  — o <[z < § +a, fir0 <a <z,
0 falls { + a < |z,
mit
ck(ey) = %ﬁb%(%), keZ
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4 Trigonometrische Polynome

Es bezeichne by den Grenzfall by = lim,_,( b,. Die Grenzen bezeichnen genau den mo-
difizierten Dirichlet-Kern b, und den Féjer-Kern b1. Um eine dyadische Multiskalen-
Analyse zu erzeugen, muss aufjedem Level nach [50, Satz 4.1.3] gelten, dass

N
S+T < 5 (4.2)
Dies lasst sich beziiglich b, auch schreiben als % + % < 1. Die beiden Bereiche [% —
T,5 + T)und [ — S, &L + 5] der abklingenden Koeffizienten diirfen sich also nicht
tiberschneiden, sonst entsteht ein Widerspruch zu pn € V;7" nach Lemma 1.23¢€).
Somit erzeugt beispielsweise der Féjer-Kern keine Multiskalen-Analyse.

In Abbildung 4.1 wird die Giiltigkeit der Ungleichung(4.2) durch die Existenz der Stre-
cke mit Lange s verdeutlicht. Im Fall des Dirichlet-Kernsist. S =7 = Ound s = % Im
Fall 2(S + T) = N ist s = 0, es entsteht jedoch kein Widerspruch zu Lemma 1.23 ¢),

denn es gilt C%JFT(@%) = c_%_T(@]TV) = 0.

Ist2a + 5 < % erfiillt, so gilt fiir die Funktion

w(x) = wap(z) = e~ (ba(%) — b/g(x)) — T <Z bg(r + 1+ 22)) ba(%)

Z€EZ

die Gleichheit der beiden Formulierungen. Das Wavelet ¢/ = wffN ist dann gegeben
durch Abtastung dieser Funktion, also

() = grws o(N7'k), ke

Die Funktion |w| ist zusammen mit den Betrigen der Fourier-Koeffizienten |c;(v))|
ebenso in Abbildung 4.1 dargestellt.

Die Bedingung aus Ungleichung (4.2) ldsst sich auch dahingehend interpretieren, dass
fiir die Projektion in den Raum der Translate T, z € P(N) = —%, e % — 1}, min-
destens ein trigonometrisches Polynom exp(iko) exakt reproduziert werden muss. Im
Fall s = 0 entspricht dies dem trigonometrischen Polynom exp (i(5+7")o) = exp(i(% -
S)o),im Fall s > 0 mindestens der Funktion exp (i(24X + 152)0).

Die Betrachtung der Funktionen b,, b3 und w, g ermdglicht eine Charakterisierung
zweier Skalierungsrdume, die lediglich vom Dilatationsfaktor j, im Dyadischen al-

so j = 2, abhingt. Die Restklassen [k]y, £ € 7Z, werden dabei tibertragen auf [y,
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4.1 Einfiihrung und Idee

y € +Z C Q. Wihrend T, S in absoluten Werten die Menge der Frequenzen cha-
rakterisieren, in denen ein Abklingverhalten vorliegt, wird dies durch die Werte o, 3
relativ zum Gesamtsprektrum beschrieben.

Im Intervall [ — o, 3 + o] bzw. [ — 3,1 + 3] der Funktionen b,, by ldsst sich ei-
ne beliebige Glattheit erzeugen, ohne dass dies den Ausfiihrungen dieses Abschnitts
widerspricht. In [38] wurden solche Funktionen zur Kantendetektion in periodischen
Signalen verwendet.

Verallgemeinerung ins Mehrdimensionale

Um die Uberlegungen und Zusammenhinge des vorhergehenden Abschnitts auf das
Mehrdimensionale zu ibertragen, sei zunéchst der zweidimensionale Fall dyadischer
Wavelets betrachtet. Dabei sei

J = {JIx, Iy, Ip,J%, 35}
S (R A ) B

eine Menge von Dilatationsmatrizen. Die Funktion
2 112
Ba(x) := ba, (21)bay(2), x€R®* € [0,3], (4.4)

ermoglicht es, die Skalierungsfunktion ¢f; iiber ihre Fourier-Koeffizienten

1

k() i= ——
k(¢h) [det M|

zu definieren.

Bo(M™Tk), keZ?

Beispiel 4.1.

Fiir die Matrix M = (1 2) aus Beispiel .10 und o = (1, 1)" ist in Abbildung 4.2 a)
die Funktion B, (M~ 'o) dargestellt, aus deren Abtastung die Fourier-Koeffizienten
a(¢$y), k € Z%, entstehen. Sie ergibt sich durch Skalierung und Scherung der in Ab-
bildung 4.2 b) gezeigten Funktion B,, deren Trédger in c) schematisch illustriert ist. Die
gestrichelte Linie zeigt den Rand 0supp(B, ), die durchgezogene Linie den zentrier-
ten Einheitskubus 9O, = [—%, %)2, auf den die Modulo-Operation o mod MT nach der
Skalierung durch M~T zuriickgefiihrt wird. Die ganzzahligen Vektoren k € Gg(MT)
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4 Trigonometrische Polynome

Abbildung 4.2. Drei Darstellungen der Funktion B,, o = (1, )T a) Als
Funktion, aus deren Abtastung die Fourier-Koeffizienten entstehen,
b) auf dem Einheitskubus und c) als schematische Zeichnung des Sup-

ports beziiglich des Einheitskubus. Dort wird die Symmetrie beziig-
lich der Achsen deutlich.

werden dabei auf das Muster Ps(M?') innerhalb des zentrierten Einheitskubus Q5 ab-
gebildet. Die gepunktete Linie kennzeichnet den Ubergang der konstanten Funktion
innerhalb zum Abklingen aufierhalb.

Fiir die Betrachtung aller Elemente x + Z%, x € Ps(M™), geniigt es aufgrund der Sym-
metrie der Funktion B, sich auf einen Quadranten zu beschrinken. Sei q € supp B,
ein Punkt im ersten Quadranten. Dann liegt zwar ' := q — (0, 1)T = q mod 1 nicht
im ersten Quadranten, es gibt jedoch einen Punkt p im ersten Quadranten, der durch
Multiplikation mit einem Vorzeichenvektor aus g’ hervorgeht. In diesem Fall gilt fiir
den Punktp = (¢}, —¢,)", der in Abbildung 4.2 c) dargestellt ist, dass Ba(q') = Ba (D).

Fiir die Zerlegung einer regulidren Matrix M = JN € Z?*?ist die Giiltigkeit der Inklu-
sion gpﬁ € Vl\f[%‘, GRS [O, %] 2, nach Lemma 1.23 e) notwendig, damit analog zu den ein-
dimensionalen Ausfiihrungen ein Schritt der Multiskalen-Analyse ({J;}i~0, {V;},>0)
aus Abschnitt 1.5 entsteht. Gilt sogar, dass eine Funktion a3 : R? — C existiert, die
beziiglich jeder Dimension 1-periodisch ist, so dass

Bg(I'x) = a3(x)Ba(x), x€R? (4.5)

erfiillt ist, so gilt die Inklusion fiir alle reguldren Matrizen M, N € Z?*? M = JN,
denn dann ergeben sich Koeffizienten fiir Lemma 1.23 e) analog zu den Fourier-Koef-
fizienten als Abtastung der Funktion aj {iber

ap = dJ(MiTh), h e gs(MT>. (4.6)
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Abbildung 4.3. Die Funktionen B, (weift) und Bg(J ') (dunkel) fiir die Ma-
trizen a) Jx und b) J p, sowie jeweils o = 3 = (1, 1)". In hell ist der
Bereich gekennzeichnet, in dem es zu einem Widerspruch kommt, et-
wa mit den Punkten p und q.

In dieser Konstruktion entsteht ein Widerspruch, falls supp Bz(J o) ¢ supp B, gilt.
Andernfalls ldsst sich die Aussage auf x € supp B, beschridnken. Die Inklusion hingt
neben den Parametern o, 3 wesentlich von der Wahl der Matrix J ab. Dazu seien zum
Abschluss dieses Abschnitts 2 Fille zur [llustration genannt, die in Abbildung 4.3 dar-
gestellt sind.

Ist J = Jx und as = 5, so entsteht auf jeder Horizontalen der eindimensionale Fall
wie im vorherigen Abschnitt. Es muss also nach (4.2) gelten, dass 2a; + 1 < %, d. h.
a + % < 1. Dies ist in Abbildung 4.3 a) dargestellt durch die eingezeichnete Strecke
der Lange s > 0.

Ist allerdings J = Jp, so kommt es in der eingefiihrten Konstruktionsidee als direk-
te Verallgemeinerung des Eindimensionalen zu einem Widerspruch, sobald einer der
Eintridge von a, 3 von 0 verschieden ist. Dies ist in Abbildung 4.3 b) dargestellt: Im
Punkt q gilt B4(q) # 0und Bg(J; q) # 0. Es existiert jedoch ein zweiter Punkt
qd = q— (0, 1)T, siehe in Abbildung 4.3b) den dazu an der y;-Achse gespiegelten
Punkt p, mit B,(q') # 0 = Bg(J~1q'). Dies ist ein Widerspruch zur Existenz einer
1-periodischen Funktion aj,. Das bedeutet, dass es einzelne Matrizen M geben kann,
fiir die diese Konstruktion zweier Funktionen apﬁ, ¢ die Inklusion gpﬁ € Vl\fﬁ‘ erfiillt,
im Allgemeinen gilt dies jedoch nicht. Genauer geniigt es, wenn in den hell markier-
ten Bereichen der Abbildung 4.3 b) ein Musterpunkty € P(M?") liegt, denn dann gibt
es eben beschriebenen Widerspruch. Gilt fiir den kleinsten Eigenwert \; (M) der Ma-

trix M, dass \; (M) ™! < min{a;, as}, so liegt ein Widerspruch vor. Eine Multiskalen-
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4 Trigonometrische Polynome

Analyse, welche die Matrix Jp beinhaltet, bendtigt also einen anderen Ansatz. Einen
dhnlichen Widerspruch erzeugen die Matrizen J%, J3 bereits fira = 3 = 0.
Box-Splines

Im Folgenden werden anstelle der Konstruktion aus den vorhergehenden Abschnitten
allgemeine Polynome B : RY — R der Gestalt

B(x)= Y Aaz{iag®-... .25’ xeRLaeN,

aeNG
verwendet, wobei fiir die Monome die Kurzschreibweise x* := z{'z3* - ... - 23 be-
nutzt wird. Die Summe der Elemente ||a||; = o + - - - + 4 bezeichnet den Totalgrad
eines Monoms x“, das Maximum ||a||.c = max{ay,...,ay} denGrad. Analogbezeich-

net das Maximum der Grade bzw. der Totalgrade aller Monome von B mit A\, # 0
den Grad bzw. Totalgrad von B. Auflerdem lassen sich Funktionen auch auf Geraden-
stiicken oder Gebieten durch unterschiedliche Polynome definieren. Fiir solche stiick-
oder gebietsweisen Polynome B ergeben sich Grad und Totalgrad als Maximum aller
in der Funktion vorkommenden Strecken- bzw. Gebietspolynome.

Die Box-Splines, siehe [3], sind eine Verallgemeinerung der eindimensionalen B-Spli-
nes, siehe etwa [41], und somit stiick- bzw. gebietsweise Polynome. Dazu seien

1 fallsz = =+3,
x(x): =<1 fallsze (-31), zeR,
0 sonst,
und
d

x(x) = [ x(@i), xeR,

1=1

definiert. Sie heifien die charakteristischen Funktionen des (symmetrischen) Einheits-
intervalls bzw. des d-dimensionalen Einheitskubus.

Weiter sei eine Matrix 2 € R?**, s € N, im Folgenden auch verstanden als eine ver-
allgemeinerte Menge von s Vektoren &, .. ., £, € R? welche die Spalten von Z bilden.
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Dabei sind Mehrfachvorkommen erlaubt. Weiter bezeichne E\ £ die Matrix der Spal-
ten von =, bei denen ein Vorkommen des Vektors £ € R entfernt worden ist. Fiir eine
zweite Matrix © bezeichne ® C E, dass jede Spalte von ® mindestens einmal in =
vorkommt.

Im Folgenden sei s > dund = stets derart gegeben, dass d Spalten existieren, die linear
unabhingig sind. Insbesondere ist also jede der im Folgenden auftreten Matrizen E €
R9*4 regulir.

Definition 4.2 (Box-Spline).
Fiir eine Matrix Z € R%*¢, die d linear unabhiingige Spalten besitzt, ist der (zentrierte)
Box-Spline Bz : R? — R definiert durch
mX(E_l)() falls s = d,
1

BE X) = 2
) / Bz\¢(x —t§)dt fallss > dund § € span E\&.

1
2

Der zweite Fall in der Definition ist wohldefiniert, denn da d linear unabhéngige Vek-
toren in = existieren, liegt fiir s > d mindestens ein Spaltenvektor in der linearen
Hiille der Restlichen. Das nachfolgende Lemma listet die wesentlichen in dieser Ar-
beit benoétigten Eigenschaften der Box-Splines auf. Die Beweise finden sich in [3].

Lemma 4.3.
Gegeben sei ein Box-Spline Bz, E € R%**. Dann gilt

a) Bz besitzt den kompakten Trager
S
supp Bz = {X = i —3 <o < %}
i=1
und ist auf diesem nicht negativ.
b) Bg ist stiick- bzw. gebietsweise ein Polynom vom Totalgrad hochstens s — d.

c) Bz ist entlang jeder Richtung ¢-mal stetig differenzierbar mit

t:=min{r; © € R mit ® C Eund span(E\0)# R} — 2.
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4 Trigonometrische Polynome

d) Bz bildet eine Zerlegung der 1. Es gilt fiir alle x € RY, dass

Z Bs(x+2z) = 1.

z€Z4

4.2 De la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktionen

Im Folgenden sei eine Funktion ¢ : R? — R gegeben, welche die Eigenschaften

F1) Vx € suppg : g(x) > Ound g(x) > 0,x € Q,

F2) > g(x+2z) =1, firallex € Qg,

z€Z4

erfiillt. Die Funktion g kann so gewahlt werden, dass ihre partiellen Ableitungen -
mal stetig differenzierbar sind. Eine Moglichkeit, diese Funktion g zu wiéhlen, ist, g =
B, zusetzen, derjenigen Funktion, die dem Tensorprodukt der eindimensionalen Funk-
tionen aus Gleichung (4.4) entspricht. Weitere Funktionen, die diese Eigenschaften
erfiillen, sind etwa zentrierte Box-Splines Bz, bei denen E; C Eist.

Definition 4.4 (Dilatations-Operator).
Fiir eine Funktion f : R? — C und eine regulidre Matrix J € Z%*4 ist der Dilatations-
Operator gegeben durch

1
Djf = ———f(Jo).
af o] f(Jo)
Definition 4.5 (J-Periodisierung von f).
Sei J € Z%*? eine regulidre Matrix. Eine Funktion f : R? — C heif$t J-summierbar, falls
fiir alle x € R? gilt

(x) = Z f(x+J12) < o0

zcZ4

Die Funktion f7 ist J*-periodisch, d. h. fJ(J~o) ist 1-periodisch in jeder Dimension,
und heifkt JT-Periodisierung von f.

Eine Funktion g mit den Eigenschaften F1) und F2)ist insbesondere J-summierbar fiir
alle regulidren Matrizen J € Z%*? denn es gilt J*Z? C Z%. Durch die Periodisierung
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bleiben Grad, Totalgrad und Differenzierbarkeits-Eigenschaften eines Polynoms f in
der JT-Periodisierung f7 erhalten.

Es bezeichne fiir zwei Funktionen f;, f> : R — C, von denen f; J-summierbar ist,

®5(f1, fo) = fi]\/ﬁDJTfQ ( Z filo— JTZ)>f2(JTO)
zeZ4

den Operator, der f; J'-periodisiert und mit Dy f, multipliziert.

Fiir gegebene regulidre Matrizen J1,...,J, € Z%*? n € N, bezeichne

Jj=l

T (Jj)k.: e (ZGle)k_lel falls1 <[ <k <n,
e 0 sonst

den dazugehorigen Matrix-Vektor 7, , der die Matrizen J,, . . ., J;, umfasst. Dabei
schrankt die Schreibweise J; 1, € k=141 die Matrizen Jj,7=1...,k aufdie Menge X
an Matrizen ein. Ein Matrix-Vektor J; ,,, fiir den |det J,;| = 2, j = 1,...,n, gilt, heifit
dyadisch.

Fiir einen Matrix-Vektor 71 , sind die Funktionen B, , I,k € {1,...,n}, rekursiv de-
finiert durch

Bj O q)']l (g’ Bg7l+17k> falls S k‘,
" g sonst,

wobei g : R? — C eine Funktion mit den Eigenschaften F1) und F2) ist.

Definition 4.6 (De la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktionen).

Gegeben sei eine reguldre Matrix My € Z%*? mg = |det My| > 0, und ein Matrix-
Vektor 7, , € (ZdXd)n, n € N, reguldrer Matrizen J;, | = 1,...,n. Es bezeichne fiir
l=1,...,njeweilsM; :=J;-...- J1Mound m; := |det1\/Il|.

: : : s7l+1,n _ : :7n+1,n _ (Z)
Dann heifien die Funktionen ¢\; ", [ = 0,...,n, also insbesondere ;" = ¢y ,

die gegeben sind durch ihre Fourier-Koeffizienten
Jisimy . L T dxd 7 _
Ck <g01\/1-l"_1 ) o \/—m_lB“%Jrlv’” (Ml k)’ k € Z . ) l - 07 s N,

de la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktionen.
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4 Trigonometrische Polynome

Dabei bezeichne
\7l+1,n o \7l+1 n .,
Var, "= span{TygoMl [y € P(Ml)}, 1 €{0,...,n},

den Raum der Translate der de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktion 90‘7’“ "
auf dem Muster P(M),).

Lemma 4.7.
Gegeben seien die de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen gojl“ "l o=
0,...,n, aus Definition 4.6. Dann gelten folgende Aussagen:

a) Die Rdume der Translate sind geschachtelt, denn gojl“ m Vl\illii "l=0,....,n—1

b) Fiir ein jedes ! € {0,...,n} sind die Translate Tygpf,l[“ ",y € Ps(M;), linear unab-
hingig.

c) Seig € C"(R?),r € Nund! € {0,...,n}. Danngilt By, (M, 'o) € C"(R?).
Beweis. a) Seil € {0,...,n — 1} beliebig aber fest gewihlt. Es sei

an == +/|det Iy 17+ (M; Th), h e Gs(M},).

Durch Anwenden der Zerlegung vonk € Z%ink = h + M} ,z, h € Gs(M},),
z € 74, folgt

Jit1n 1 T T
Ch+MZ+1z(<P1\/lxl+1 )—\/m_]Bjm,n(Ml (h+Mz+1z))
1
VT

| det Jl+1’

= VIS (S (M Th T (x4 7))

m .
j+1 xe7d

X B$+2,n (JlJrrl; (M Th + Jl+1z))
1

= ap——— i Bgiism (Ml+1h + Z)

(I)Jl+1 <97 B$+2 )(M Th + Jl+lz)

u7l+2 n
= ahCh—|—Ml+1z (901\/1“rl )

und somit folgt mit Lemma 1.23 e) die Aussage.
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b) Seih € Gs(M]), 1 € {0,...,n}. Dann folgt Ch(@{/ELW) = \/melleHm(Ml_Th) und
M; Th € Qg

Firl = n gilt ch(gol\j/f:l’") #0,denn firx € [—1, %)d ist B7,.,,(x) = g(x) > 0.

Fir 0 < | < n gilt per Induktion iiber /, dass nach Induktionsvoraussetzung die

Funktion By, , (x) > 0 firx € [—1, %)d ist. Somit gilt

B\Yl—‘-l,n (X) = ®Jl+l(g7 Bu7l+2,n)<x>

= (Z g(x + JZTHZ)> B%+27n(JliFr1iX) > 0,

VASY/

denn J lerlx € Qg und g ist nichtnegativ. Daher gilt ¢, (gpl\jj[l“”) # Ofiiralleh €
Gs(M7). Damit sind die Translate Tygpf/l[l“’", y € Ps(M;),nach Lemma1.23 g)linear
unabhéngig.

c) Fiir | = n entspricht By, . (M; "o) der um M,, T gestauchten Funktion g und ist
somit nach Voraussetzung in C"(R?). Fiir 0 < [ < n folgt dies mit der gleichen
Induktion wie in b). O

Analog zum Teil c) des vorigen Lemmas lassen sich auch 1-periodische Funktionen
ay,, R? — C,1=0,...,n — 1, wiein Gleichung (4.5) angeben, und zwar

dJl+1 =V |det Jl+1|ng+1 (MZ_TO)
= V]det T Y g(M; T o +3],,2). (4.7)

zcZ4

Damit ldsst sich eine de la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktion @1‘\7/}71’”, [ < n,
auf Grundlage der Koeffizienten a, = ajy,,,(h), h € Gg(M},,), im dariiberliegenden

1
men, wie die Orthonormalisierung der Translate oder eine Projektion auf den Raum

der Translate Tygof}flrl’", y € Ps(M;), durchfiihren.

Raum Vl\‘illf’" angeben. Mit diesen Koeffizienten und Lemma 1.30 lassen sich Algorith-

Lemma 4.8.
Sein € N, 71, € {Jx,Jy,Jp}" und die Funktion g = Bg, = x. Dann entsprechen die
dela Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen goﬁl“’", [ =0,...,n,den Dirichlet-

Kernen Dy aus [29, Abschnitt 6].
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Beweis. Firl = n ist mit den Koeffizienten
1
/1

die dela Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktion 90%/1,1 identisch mit dem reellen Di-
richlet-Kern Dy , vgl.[29, 8. 60]. Fiir [ < n gilt per Induktion {iber / und der Tatsache,
dass sich die Summe in

x(M; k), ke (M),

By, = (z oo Jam) By, (30e)

z€7Z4

lediglich in den Randpunkten von x unterscheidet und diese durch die Multiplikation
wieder hergestellt werden,dass B, , = x,[=0,...,n. [

Beispiel 4.9.
Fiir die folgenden Beispiele sei n = 1, also die Zerlegung eines Levels der de la Val-

lée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen gpl(\}]), go%,l betrachtet. Die dabei verwendete

Funktion g = B, wurde bereits in Gleichung (4.4) eingefiihrt.

a) Fird = lund M = 2N, N € NyalsoJ = 2,sowie N > T € Nund S = 27T <

2N = M seia = £ = 2. Dann entsprechen fiir S + T = 3Na < I, vgl. (4.2),

2
die Funktionen go?w, gog\‘,]) aus Definition 4.6 den klassischen de la Vallée Poussin-

Mitteln ¢7,, ¢, aus [50].

b) Esseiend = 2, @ = (1, )Y, Ny = (§2) und M = JxNy. Die de la Vallée
x)
X

effizienten als Abtastungen der beiden stetigen Funktionen \/ﬁfl g(M~To) und

ﬁfli{b{(g, 9) (N)}To) gegeben. Die Funktionen sind identisch mit denjenigen,

die im Abschnitt 4.1 mito = 3 = (1, 1)T betrachtet wurden. Die von 0 verschie-

denen Fourier-Koeffizienten ck(gol(\"}; )

Funktion \/?_IB 1 (Ny'o),aus deren Abtastung sie entstehen, in Abbildung 4.4 a)
gezeigt. Die damit definierte de la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktion ng )
ist in Abbildung 4.4 b) dargestellt.

Poussin-artigen Skalierungsfunktionen gp%/l und gpg sind iiber ihre Fourier-Ko-

), k € Z¢ sind zusammen mit der stetigen

c) Fiir die Zerlegung aus b) mit « = B8 = 0 entstehen die Dirichlet-Kerne Dy; und
Dn ., vergleiche Lemma 4.8. Die Funktion ﬁ_lBg, aus deren Abtastung die Ko-
effizienten ¢y (D, ) entstehen, ist nicht stetig, vgl. Abbildung 4.4 c). Im Vergleich
zum Dirichlet-Kern Dy, ist die de la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktion

oW glatter, vgl. dazu die Abbildungen 4.4 b) und d).
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® |~
=

&=

L
2
0

® |~
=

&=
o Nim

c. /2 'Bo(Ny'o) und cx (D ).

do DNX'

Abbildung 4.4. Die Fourier Koeffizienten gpl{})’:) der in Beispiel 4.9b) be-

schriebenen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktion go(JX )

N
in a) und b) im Vergleich zum Dirichlet-Kern Dy, aus Beispiel 4.9 g),

der in c) und d) dargestellt ist.
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ka

¢ /T B, (Nx'o) und ex(o]2)).

Abbildung 4.5. In Analogie zu Abbildung 4.2 b) ist B(j,,)(J},0) aus Beispiel
4.9d)in a) dargestellt; der Einheitskubus korrespondiert hier zu dem-
jenigen bzgl. M~T. Der hervorgehobene Bereich ist in b) vergréfert

dargestellt. Auf allen Gitterpunkten in c) liegen die Fourier-Koeffizi-

enten ck(go§\}I D)) von denen die echt positiven eingezeichnet sind. Die

daraus resultierende Funktion go& ") ist in d) gezeigt.

Seien d und a wieinb)und Np = (15 }). Dann ist mit M = JpN diese Matrix
M ebenso wie aus b). Bei der Konstruktion der de la Vallée Poussin-artigen Ska-
lierungsfunktionen cp%/l und gpgﬁ ) entsteht der in Abbildung 4.3 b) dargestellte Wi-
derspruch nicht. Die Funktion ﬁilleyl(M_To) = \/@,1[% g]’?(M~To) ist in
Abbildung 4.5 a) gezeigt, wobei insbesondere der Bereich um den Punkt (0, —l)T
in Abblldung 4 5b) die Stetigkeit der Funktion verdeutlicht. Die Fourier-Koeffizi-
enten cy ( ) \/_ [9,9]7> (N, "k) sind in Abbildung 4.5 c) zusammen mit dem
ganzzahhgen Gitter dargestellt, die damit definierte Funktion c,o]f\I in Abbildung
4.5d). Es liegen je drei Koeffizienten in jedem der vier Bereiche, die durch die J}-
Periodisierung manipuliert wurden im Vergleich zur Funktion /%2 - g(Npo).



4.2 Dela Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktionen

Mg Mg
M My
a. Mg = JnyJyMo. b. M3 = JDJDJyMo.

Abbildung 4.6. Zwei unterschiedliche Moglichkeiten, die Matrix Mj als
Produkt dreier Dilatationsmatrizen und M, zu schreiben; illus-
triert anhand des Trigers, den die Funktionen By ,(M; 'o) bzw.

B jl/s(l\/[;_To) aus der Definition 4.6 der de la Vallée Poussin-Mittel

gpﬁjl’gy [ =0,1,2,3,nach Eigenschaft F1) von ¢ mindestens besitzen.

Die Konstruktion der de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen ermdoglicht
also, ausgehend von einer Funktion g und einer Menge an reguliren Dilatationsmatri-

zenJ;, | =1,...,n,Skalierungsfunktionen gpf}ll“’" anzugeben, so dass die dazugehori-

gen Ridume gestaffelt sind und jeweils die Dimension m; besitzen. Dabei hingt gpl\j/}f’"

von den n — [ Dilatationsmatrizen aus dem Vektor 7, , ab und kann rekursiv mittels
Bz, berechnet werden. Die Koeffizienten, welche die Funktion gpfffl“l’" fir! < nim
dariiberliegenden Raum Vl\‘illfl’” charakterisieren, lassen sich hingegen explizit und in
geschlossener Form durch Koeffizienten ay, h € G(M}, ), aus dem Beweis von Lem-
ma 4.7 a) angegeben.

Fiir die de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen gpl\jjﬂl’" sind also wie bei

der Multiskalen-Analyse ({J;};0, {Vi}r>0) die Dilatationsmatrizen von besonderer
Bedeutung. Dass es dabei nicht nur geniigt, die Matrizen M, und M,, zu kennen, wie
es im eindimensionalen dyadischen Fall moglich wire, zeigt das folgende

Beispiel 4.10.

Gegeben sei eine Diagonalmatrix My = NE,, N € 4Z. Die Matrix M, = diag(%, &)
ist mit den Matrix-Vektoren J; 3 = (Jy, Jy, JX), also M3 = JxJyJyMound Jj 3 =
(Jy, Jp, JD) ,also M3 = JpJpJy My, darstellbar. Beide Matrix-Vektoren konnen fiir
die Konstruktion der de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen gpf}ll“’s bzw.

gpffgl’s mit My = Mjund M3 = M}, verwendet werden. In Abbildung 4.6 sind fiir beide
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4 Trigonometrische Polynome

Matrix-Vektoren 71 3 und 7/ ; die Gebiete M/ Q, in a) und M," Q, in b) gezeigt. Die-
se Gebiete sind diejenigen, die supp B~7l+173(Ml_To) bzw. supp By | 3(1\/I§_To) jeweils
mindestens umfassen, da g die Eigenschaft F1) erfiillt. Fiir [ = 2 unterscheiden sich

diese Bereiche und die de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen gpﬁf ) und

(Jp)
‘PMD
Ji41,3

auf die Identitdt von ¢y, und ¢

sind nicht identisch. Fiir [ = 0, 1 ldsst sich nur aus dem minimalen Tréger nicht

’

Tiv1s
’

Ml

>
schliefen. Insbesondere erzeugt die J},-Pe-

riodisierung in der Konstruktion der Skalierungsfunktion gofjf = QOSI]/D) an den in
1 1

b) gekennzeichneten Eckpunkten analog zum Beispiel 4.9 d) einen Trédger aufierhalb
des minimalen Quadrates, falls g nicht dem Dirichlet-Fall ¢ = By entspricht. Ob die
Gleichheit der Rdume Vﬁ,ﬁ’s = Vl\%g oder gar der Funktionen gof/}f = 90{4163 gilt, hangt
davon ab, welchen Einfluss die jeweiligen J*-Periodisierungen der dariiberliegenden

Level haben.

Unter welchen Bedingungen auf die Gleichheit gp&‘z’JY’JX) = ¢§\‘}I§’JD’JD) und somit die

Gleichheit der dazugehorigen Rdume geschlossen werden kann, betrachtet der Ab-
schnitt 4.5.

Im Allgemeinen ist es also notwendig, zur Konstruktion der de la Vallée Poussin-ar-
tigen Skalierungsfunktion gpf}fl” die Dilatationsmatrizen J;.1,...,J, zu kennen. Fiir
eine Multiskalen-Analyse ({J;};~0, {V;};>0) bedeutet dies, den Grenzwertn — oo zu
betrachten. Eine mogliche Konstruktion einer Multiskalen-Analyse mit de la Vallée

Poussin-artigen Skalierungsfunktionen findet sich ebenso im Abschnitt 4.5.

4.3 Dyadische de la Vallée Poussin-artige Wavelets

Die Konstruktion der Wavelets ¢; zu einer dyadischen Multiskalen-Analyse ({J;};-o0,
{V;};>0) aus Lemma 1.33 kann analog fiir die Funktionen By, ,, [,k € {1,...,n},n €
N, der de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen @i}f{l’" aus Definition 4.6
adaptiert werden. Damit lassen sich fiir jede Matrix M; die dazugehorigen Wavelets

1‘\7/}?1’" definieren. Fiir einen dyadischen Matrix-Vektor 7; ,, sind die Vektoren v; €
PI\{0} und w; € P(J)\{0},! = 1,...,n, eindeutig bestimmt. Die Funktionen

le’k, 1 <1 <k <n € N, deren Matrix-Vektor 7, ,, dyadisch ist, sind gegeben durch

- _orioT
le’k . o 2mio wzq)Jl (T;ig»leH,k)'
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4.3 Dyadische de la Vallée Poussin-artige Wavelets

Sie unterscheiden sich von B, lediglich im ersten Rekursionsschritt. An Stelle der
Funktion g tritt hier deren Translat Tv.g = g(o — v;) und der Faktor e~2mo Wi wird
erganzt.

Definition 4.11 (Dyadische de la Vallée Poussin-artige Wavelets).
Gegeben sei eine regulidre Matrix My € Z%*9 mg = | det M| > 0 und ein dyadischer
Matrix-Vektor J; », n € N, sowie die Matrizen M;,[ = 1, ..., n, wie in Definition 4.6.

Dann heifien die Funktionen 1[)1‘\7/}?1’", die definiert sind durch ihre Fourier-Koeffizien-

ten

1 -
——Bgi1.

\/ml I+1,

de la Vallée Poussin-artige Wavelets.

a(Yrg ") = (M, k), kez™i=0,....n—1,

Dabei bezeichne fiirl € {0,...,n — 1}

ngf” = span{Ty 1\7/}?1” [y € P(Ml)}

‘.7l+1 n

den Raum der Translate des dela Vallée Poussin-artigen Wavelets ¢, " auf dem Mus-

ter P(M;).

Lemma 4.12.
Fiir n € N, eine regulire Matrix M, € Z?*¢ sowie einen dyadischen Matrix-Vektor

Jin € (ZdXd) seien die de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen gpjl“ "
[ = 0,...,n,und die de la Vallée Poussin-artigen Wavelets wjl“ ml=0,....,n—1,
gegeben.

Dann gelten fiir jedes [ € {0,...,n — 1} folgende Aussagen:

a) Das Wavelet 1/)‘7”1 " liegt im néachstgrofieren Skalierungsraum, d. h.

Ji+1,n Jit2,n
,¢ I+1, VMll-:21, .

b) Es gilt die orthogonale Zerlegung Vl\‘,?lf " VI\‘Z“’" @ Wl\{[ll“"

c) Die Translate Ty, ‘7”1 ",y € P(M,), sind linear unabhingig.

I0I



4 Trigonometrische Polynome

d) Seig € C"(R%),r € N. Dann gilt
By, (M to) € C"(RY).

Beweis. Seil € {0,...,n — 1} beliebig aber fest gewadhlt. Die beiden Vektoren v;,; €
P )\{0} und wiyy € P(J;11)\{0} sind wegen | det J; ;| = 2 eindeutig bestimmt.
Damit gilt fiir die einzelnen Aussagen:

a) Analog zu den aj, aus dem Beweis von Lemma 4.7 sei fiir h € Gg(M}, ;)

Eh - /‘ det JH_l’efZﬁihTMleZH (Tﬂg)-]url (M;Th)
27
= /| det Jl+1|e_2”ihTMflwl+1 (Z gM; T+ 3z — v1+1)).

zcZ4

Die Aussage folgt dann mit den gleichen Schritten, wie im Beweis des Lemmas
4.7a), wobei Bz,  inder ersten Zeile durch Bz, , zu ersetzen ist und somit die
bn anstelle der aj, in den Gleichungen auftreten.

b) Mit den Koeffizienten ay, h € G(M}, ), aus Lemma 4.7 a)und by, h € G(M}, ), aus
a) erfiillt das de la Vallée Poussin-artige Wavelet @Z)l{/il“’" die Voraussetzungen des
Lemmas 1.33. Mit ebendiesem Lemma und den Werten

op = e MW e GMT),
welche die Gleichungen (1.52) und (1.53) erfiillen, folgt die Aussage.
c) Die Aussage folgt direkt aus b) und der linearen Unabhéngigkeit der Translate

j 1,n j n
TxSONE’ , x€PM;), und Tygpl\}lﬁ’l .y € P(M;14).

d) Die Behauptung folgt mit den Anpassung wie in a) analog zu Lemma 4.7 c). O]

Analog zu Lemma 4.12 d) und der Gleichung (4.7) lasst sich auch hier eine 1-periodi-
sche Funktion b3, : R? — C,I = 0,...,n — 1, angeben, aus deren Abtastung die
Koeffizienten by, h € G(M/, ), entstehen. Die Funktion by, , ist gegeben durch

~ o i Tng—1 J —
sz+1 - /‘ det Jl—l—le 2mio” M, "wiq1 (Tvéiilg) l+1<Ml To)

—2mio "M, 'wy g

=e CNLJZ_H (O — Vl+1)-
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4.4 Richtungsselektive Wavelets

Die beiden Funktionen ay,_ , b3,,, ermdglichen es somit, falls die Translate von Qpl\j/l[;f’l"

orthonormiert sind, Orthonormalbasen fiir Vl\‘ill“’" und Wl\‘ill*” anzugeben. Mit die-
sen durch Abtastung erhaltenen Koeffizienten kann anschlief3end ebenso die Wave-
let-Transformation, vgl. (1.50) und (1.51), berechnet werden. Insgesamt sind dazu bei
gegebenem Raum Vl\‘/?li’” lediglich die Funktion g und die Matrix J;;; notwendig, iiber
die sich die Vektoren v, € P(J},)\{0} und w1 € P(J;41)\{0} eindeutig ergeben.

Analog zu den Skalierungsfunktionen ergeben sich aus den de la Vallée Poussin-arti-
gen Wavelets die eindimensionalen de la Vallée Poussin-Wavelets, vgl. [50, Abschnitt
4.2]im Falld = 1, falls ¢ = b, mita < % ist. Die Dirichlet-Wavelets, die in [29, Glei-
chung (42)] definiert werden, ergeben sich, falls g = x ist, wobei der Matrix-Vektor
J1,» dann wieder auf die Matrizen J p, J y und Jy beschrinkt sein muss. Wahrend also
dieser Ansatz beide Fille auf den anisotropen Fall erweitert, verallgemeinert er auch
die Fille selbst, denn ist im ersten Fall o > % oder im zweiten eine Dilatationsma-
trix J nicht eine der Dreien, so ergeben sich in dieser Konstruktion trotzdem giiltige

Wavelets.

Beispiel 4.13.
Gegeben seien wie in den Beispielen 4.9b) und d) mit n = 1 die Matrizen M = (1{' {),
Ny = J'Mund Np = J;'M. Dann sind die dazugehérigen Wavelets wl(\}])f) und wl(\}]g)
in Abbildung 4.7 dargestellt: Wie bei den Skalierungsfunktionen gol(\}];‘ ) und gpl(\}]g ) wird
an den Abbildungen a) und b) deutlich, dass die Fourier-Koeffizienten der Wavelets
1({11;() und zpl(\?g) vor Multiplikation mit e 2% MW v, € P(Jy) bzw. w; € P(Jp),
als Abtastung einer stetigen nichtnegativen Funktion entstehen. In den dazugehori-
gen Abbildungen c) und d) ist in den Konturplots ersichtlich, dass beide Wavelets ho-

he Frequenzen gewisser Richtungen besitzen, wobei fiir das Wavelet wl(\}] s ) eine Rich-
tung und fiir ;bl(\}] ; ) zwei Richtungen in Form von je zwei Dreiecken von Bedeutung
sind. Diese Préferenz wird auch in den Abbildungen e) und f) der Funktionen 1/)1(\}] M )
und wl(\}] o ) im Ortsbereich deutlich.

4.4 Richtungsselektive Wavelets

Neben der Eigenschaft aus Lemma 4.7 c) und 4.12 d), dass die de la Vallée Poussin-
artigen Skalierungsfunktionen go{}fl”’" und -Wavelets wl\j/ﬂl’” beziiglich ihrer Fourier-
Koeffizienten jeweils als Abtastung einer beliebig glatt wahlbaren Funktion By,
bzw. B ..., entstehen, ist ein weiterer wesentlicher Punkt, dass fiir die Konstrukti-

on der d-dimensionalen de la Vallée Poussin-artigen Wavelets wggl’" alle Matrizen
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4 Trigonometrische Polynome

e. ). £oQr).

Abbildung 4.7. Die Wavelets wl(\}] s ) und wl(\? > )im Vergleich.
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4.4 Richtungsselektive Wavelets

J € 794 der Betragsdeterminante 2 im Matrix-Vektor J;;, moglich sind. Dieser
Abschnitt stellt eine Methode vor, die insbesondere auf Basis der Scherungsmatri-

zenJy = (24 ) undJy = (! %!) eine bestimmte Richtung in den Wavelet-Rdumen

Vl\‘?l“’" préferiert. Dies wird anhand der Konstruktion bestimmter Matrix-Vektoren
J1.n vorgestellt, wobei M,, als Diagonalmatrix gewahlt wird. Die Konstruktion ori-
entiert sich somit daran, dass Daten hdufig auf einem Tensorprodukt-Gitter gegeben
sind. Analog kann jedoch auch mit der entworfenen Matrix M, welche die Richtung
enthilt, gesampled und schliefdlich mit J; zerlegt werden.

Definition 4.14.
Gegeben sei eine regulire Matrix M € Z%*¢. Ein Vektor v € 9(M"[—3, 5] d) C R auf
dem Rand des mit M multiplizierten, zentrierten Einheitskubus heift Richtung von

M.

Die Richtungen einer Matrix M sind nicht normiert, ihre euklidische Linge ||v|| gibt
eine Moglichkeit an, sie zueinander in Relation zu setzen; sie geniigen jedoch nicht,
um fiir eine Richtung v anzugeben, wie viele ganzzahlige Punkte auf einer Geraden in
Richtung v in der erzeugende Menge G(MT) liegen. Dazu seien im Folgenden spezielle
Richtungen betrachtet.

Definition 4.15.

Gegeben sei eine regulire Matrix M € Z%*?. Die Vektoren v; := iM"e;, i = 1,...,4,
bezeichnen spezielle Richtungen von M. Sei¢;, j = 1,...,d, eine Sortierung der Indi-
zes1,...,d,sodass ||v;]| < |v; | furl < k.

Dann heifdt die Menge der normierten Vektoren
Vz'j

)
vi |
INe?

Rt =R = { J =1 d vl = vl }

Menge der Hauptrichtungen von M und Il := ||v;,| ist die Linge der Hauptrichtungen. Ist
das Maximum eindeutig, also |R| = 1, so heifst v;, Hauptrichtung von M. Die Haupt-
richtung v;, heifst dominant, falls ing = ||v;,|| > 2||vi,_, ||

Esgilt n; = 2||v;|| € Nund es gilt wegen Definition 1.1 der erzeugenden Menge G(M 1),
dass vom Ursprung aus in Richtung v; insgesamt n; paarweise unterschiedliche Punk-
teh € G(M?") auf einem Zyklus liegen.
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Definition 4.16.
Gegeben sei eine Zerlegung der reguliren Matrix M = JN, J, N € Z% |det J| = 2.
Der dazugehorige Wavelet-Raum WIS}] ) sowie das de la Vallée Poussin-artige Wavelet

@Z)l(\}]) aus Definition 4.11 heifien

a) richtungserhaltend (fiir eine Hauptrichtung v* € Ry), falls eine Hauptrichtung v €
R existiert (bzw. v = v* ist), so dass Ipv eine Richtung von N ist.

b) richtungssensitiv, falls fiir eine Hauptrichtung v € Ry von M gilt, dass %Mv € RN
ist.

Die folgenden Betrachtungen konzentrieren sich auf den Fall d = 2, genauer die Ma-
trizen J € J, vgl. (4.3). Ins Mehrdimensionale verallgemeinert sind dies alle Ska-
lierungen von Achsen und Dreh-Skalierungen in einer Ebene. Lediglich fiir Scherun-
gen ergeben sich Verdnderungen in Hyperebenen, etwa bei der Scherungsmatrix J =

( é g i ) . Dort gelten die folgenden Betrachtungen beziiglich der richtungserhaltenden
Eigenschaft jedoch insgesamt analog.

Aus der Betrachtung der Strecken [—%, %] X {i%} bzw. {i%} X [—%, %} folgt direkt

Lemma 4.17.
SeiN € Z**? eine regulire Matrix. Das de la Vallée Poussin-artige Wavelet ¢1(\}] ), JeJ,
ist richtungserhaltend genau dann, wenn J # Jp.

Fiir eine Wavelet-Zerlegung gewisser Daten, also einer Funktion fy; € Vl\f[%“ mit einer
de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktion ¢?,, und einer Richtung v* € R?
|v*|| = 1, stellen die folgenden Ausfithrungen eine Wahl des Matrix-Vektors 7, ,, vor,
so dass die dominante Hauptrichtung von N der Zerlegung M = J,,-...-J;N die Rich-
tung v* anndhert. Dabei gibt es stets eine weitere Zerlegung N = JoN’, deren Wave-
let 1/’1((11/0 ) richtungssensitiv beziiglich der v* annéhernden, dominanten Hauptrich-
tung ist. [llustriert werden die folgenden Betrachtungen stets beziiglich des minima-
len Tréagers der Funktion g aus den Definitionen 4.6 und 4.11. Dazu sei verkiirzend fiir
J1,» anstelle der Matrizen die Buchstabenkombination der Matrizen aus 7 genannt:
Der Vektor (J p,Jdy,Jdy.,Jd ;;, J X) sei beispielsweise kurz mit ,DYYY" X" bezeichnet.

Fiir eine Matrix M = diag(N, N) € Z**%, 3 < N € N, sind die méglichen Zerlegungen
fiir zwei Dilatationsmatrizen J;,J2 € J in Tabelle 4.1 gezeigt. Das dufiere Quadrat
ist dabei der Rand 8(MT Qg) , die innerste Fliche stellt NTQ, dar, wobei die Matrix N
jeweils durch die Zerlegung M = J»J ;N gegeben ist.
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4.4 Richtungsselektive Wavelets

Tabelle 4.1. Zerlegungsmoglichkeiten mittels zweier Wavelet-Level.

Jl/Jz X Y+

X

6
>
0

Y+

N\ s\ ~-
~Z¢ /="
NN A 2N~

.
-
@
N
”

N7 8] =

NZ N &[N =
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YtY
YY~
YY
YY~
Yy
Yy

JY*’Y+

Abbildung 4.8. Eine Hilfte der Hauptrichtung (gestrichelt) und der lingen-
erhaltenden Richtungen (teilweise abgesetzt). Die Diagonalen sind
dabei lediglich exakt als Hauptrichtungen vorhanden, wenn mittels
J; = Jp auf die Richtungserhaltung verzichtet wird.

Fir J; = Jp oder J, = Jp ist analog zum Lemma 4.17 keine der Hauptrichtungen
richtungserhaltend, ist J; € {Jx, Jy}, so bleibt wenigstens eine Richtung iiber zwei
Level erhalten, die jedoch dann keine Hauptrichtung mehr ist. Fiir die Kombination
einer Scherungsmatrix mit der Matrix Jp gilt dies ebenso.

Fiir die Kombination zweier Dilatationsmatrizen XY= oder analog YX* sowie die Kom-
bination zweier Scherungsmatrizen Y*X* mit unterschiedlichem Buchstaben ist eben-
so keine Hauptrichtung richtungserhaltend.

Fiir die restlichen achtzehn Matrizen ldsst sich ein Schema angeben, mit dem kon-
struktiv eine Hauptrichtung angegeben werden kann, die beziiglich M eine Richtung
ist: Da die Kombinationen XX* und X* X die gleiche Matrix ergeben, bzw. analog fiir
YY* und YFY*, kann auf die Matrix-Kombinationen Y*Y~, Y"YT, XX~ und X~ X*
verzichtet werden. Die verbleibenden Vierzehn sind in Abbildung 4.8 wie folgt dar-
gestellt: Die gestrichelte Linie zeigt die dominante Hauptrichtung, die vertikalen bzw.
horizontalen Linien die restlichen langenerhaltenden Richtungen, die zu einer zwei-
fachen Zerlegung mit Y und Y* bzw. X und X* gehéren. Dies lidsst sich binir beschrei-
ben, indem fiir den ersten Quadranten Y mit 0, Y~ mit 1 kodiert wird. Fiir einen Win-
kel 0 < a < 7, den eine Richtung v* mit der y;-Achse bildet, wihle man fiir 0 < o <
arcsin % = & dieMatrixJ; = Jy, fiir § < a < 7 die MatrixJ; = Jy.. Diese Teilung kann
fiir die nachfolgenden Matrizen mit der gleichen Unterteilung fortgesetzt werden und

nidhert so die Richtung v* an.
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4.4 Richtungsselektive Wavelets

k2
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Abbildung 4.9. In a)-c) sind drei Richtungen gezeigt, die bei einer Zerle-
gung von 4 Leveln moglich sind. d)-f) zeigen zwei richtungserhalten-
de Ndherungen und eine exakte, aber nicht richtungserhaltene Zerle-
gung in Richtung einer Diagonalen.

Ein Sonderfall ist fiir o = 7 gegeben: Mit J; = Jp und anschlieflender Wahl J; =
Jy,i > 2, bis die Hauptrichtung dominant ist, kann die Richtung exakt dargestellt
werden. Fiir diese Richtung bietet ndmlich der obige Ansatz den Nachteil, dass mit-
telsJ; = Jy, 1 > 1,oder J; = J die Richtung o = 7 lediglich angendhert wird, vgl.
auch Abbildung 4.10. Die Richtung mit dem Winkel a = 7 liegt in den Ndherungen
mit Scherungsmatrizen stets am Rand des jeweiligen Richtungsspektrums. Zwar ist
die Hauptrichtung im Fall J; = Jp nicht richtungserhaltend, sie ist jedoch, bis auf die
Liange, exakt identisch mit der gesuchten Richtung, vgl. Beispiel 4.19. Hier gehen al-
so gewisse Informationen fiir diese Richtung ,verloren® Ist eine Richtung v* erreicht
oder mit einem gewissen, geniigend kleinen Fehler angenéhert, so kann mit der ent-
sprechenden richtungssensitiven Matrix J € J das Detail in einem Wavelet-Raum
dargestellt werden. Die richtungssensitive Matrix ist fiir die Konstruktion mit X und
X* und den Ansatz DXXX. .. die Matrix Jy und analog fiir Zerlegungen mit Y und Y*
und den Ansatz DYYY. .. die Matrix J x.
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Beispiel 4.18.

0
Sei Vag = Vi mit M = 21E,. Die Zerlegung der Level sei gegeben durch die Form
M = J1J2J3J4J)(Ni, (48)

wobei die Matrix N; sich jeweils in Abhéngigkeit der Dilatationsmatrizen veréndert.
In Abbildung 4.9 sind fiir dieses Beispiel drei aufeinanderfolgende Richtungen ge-
zeigt, d. h., die Bilder 4.9 a)-c) zeigen drei Richtungen, die in der bindren Kodierung
aufeinanderfolgende Zahlen darstellen. Die Abbildungen 4.9 d) und f), letztere mit Jy
statt J x an letzter Stelle, zeigen zwei Ndherungen fiir die Diagonale, die in e) exakt mit
der dominanten, jedoch nicht richtungserhaltenden Hauptrichtung dargestellt ist. Die
jeweils weiflen Bereiche kennzeichnen den minimalen Tréger der Fourier-Koeffizien-
ten ¢y ( 1(\}]; ladx )) des jeweiligen richtungssensitiven Wavelets zbl({I]; 3409X) bzw. fiir
f) ist die fiinfte Dilatationsmatrix Jy. Die bindre Kodierung aller méglichen Richtun-
gen mit vier Zerlegeschritten ist in Abbildung 4.10 gezeigt und illustriert damit die

Genauigkeit der Richtungswahl nach vier Wavelet-Leveln.

Da die richtungssensitiven Anteile in diesem Beispiel sich im fiinften Zerlegeschritt

finden, besteht der entsprechende Wavelet-Raum WIS}] 1 349%) aus einem Zweiund-

0
dreiRigstel der urspriinglichen Menge an Translaten in V. Dies gilt ebenso fiir den

Raum der Translate Vlgl 143 ger Skalierungsfunktion im fiinften Level.

Beispiel 4.19.

Der Box-Spline Be mit der Matrix © = Z(5 9310 7!), der in Abbildung 4.11 a) darge-
stellt ist, sei auf den Musterpunkten 27P5(M) mit M = 2'°E, abgetastet. Die Funktion
Beg besitzt in den Richtungsableitungen dritter Ordnung in x- und y-Richtung jeweils
6 Unstetigkeitslinien sowie in der Diagonalen v; = (1, l)T in der Richtungsableitung
vierter Ordnung. Mit der Gleichung (2.5) konnen diese Abtastwerte in die Translate
einer beliebigen Skalierungsfunktion beziiglich M, die einen Fundamentalinterpo-
lanten besitzt, umgerechnet werden und es entsteht die Funktion fpr € Voo = Vi
einer Multiskalen-Analyse ({J;}i>0, {V;};>0). Fiir die Zerlegungen M = JxN und
M = JpNp vergleichen die Abbildungen 4.11 b)-e) den Dirichlet-Fall ¢ = By, dessen
Riume mit W', V1 bezeichnet seien, mit dem de la Vallée Poussin-artigen Wavelet ba-
sierend auf g = Ba, o = :(1,1)", dessen Raume mit 12, V2 bezeichnet seien.

Im Wavelet-Raum 1V liegt ein Anteil der Funktion fy, der jeweils die Diagonalen
als Richtungen bevorzugt. Dabei liegen fiir den Dirichlet-Fall &« = 0 sdmtliche Fou-
rier-Koeffizienten ¢, v (fm) und ¢, ov(fm), 7,y € {—29 —29 +1,...,2% — 1}, im
Raum V. Daher treten die Unstetigkeitsstellen der Diagonalen klar hervor. Fiir den

I1O0



4.4 Richtungsselektive Wavelets

Abbildung 4.10. Alle Richtungen, die in einer Zerlegung mittels Y und Y*
bzw. X und X* nach vier Leveln entstehen. Dabei kann binir in je
zwel Matrizen ,gezdhlt” werden. Die gestrichelten Linien sind die
Richtungen aus Abbildung 4.9.
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4 Trigonometrische Polynome

a. Der Box-Spline Bg.
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Abbildung 4.11. Der Box-Spline Bg aus Beispiel 4.19ist in a) dargestellt. Die
Abbildungen b) und c) zeigen jeweils den Wavelet-Anteil der Dirich-
let-Wavelets , d) und e) im Vergleich dazu die Wavelet-Anteile beziig-
lich der de la Vallée Poussin-artigen Wavelets.
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4.4 Richtungsselektive Wavelets

de la Vallée Poussin-Fall liegen einige der eben genannten Koeffizienten im Wavelet-
Raum W, so dass dort die Unstetigkeitsstellen der Richtungsableitung vierter Ord-
nung durch diejenigen der dritten Ordnung entlang der Achsen iiberlagert werden. Da
diese in ihrer Ausprigung um den Faktor 10 grofer sind, sind die Unstetigkeitsstellen
orthogonal zur Diagonalen in Abbildung 4.11 e) nicht zu sehen.

Fiir die Zerlegung M = JxNx wird in den Abbildungen 4.11b) und d) deutlich, dass
die Unstetigkeitsstellen der Richtungsableitung dritter Ordnung im Fall des de la Val-
lée Poussin-artigen Wavelets wl({;)f ) mit a = (1, l)T klarer hervortreten sowohl in

der Auspriagung der Koeffizienten als auch in der Lokalisierung.

Um mit den de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen gpl\jj[’l" Kanten darzu-
stellen, die orthogonal zu einer der Diagonalen liegen, seien die Matrizenin 7} ,,, n >
2, so gewdhlt, dass im letzten Schritt die Diagonale die dominante Hauptrichtung des
Wavelet-Raumes Wl\‘ilo’” ist. Dies entspricht der Wahl der Matrix-Vektoren als J; 5 =
(JD, Jyv,Jyv,Jy, JX) und J{ 5 = (Jp,Jx,Jx,Jx,Jy). Die Anteile von fy, die in der
Zerlegung iiber diese fiinf Wavelet-Level in Wl;?“’ bzw. fiir die zweite Zerlegung in
WNJ}/S liegen, sind in Abbildung 4.12 dargestellt. In Abbildung a) sind dies exakt die

Kanten, die im Box-Spline Bg orthogonal zur Diagonalen v; = (1, 1)T in der die Rich-
tungsableitung vierter Ordnung vorliegen. Die Unstetigkeitsstellen dieser Richtungs-
ableitung orthogonal zur Richtung v, treten in diesem Wavelet-Raum so deutlich her-
vor, da in Richtung v; die richtungssensitive Hauptrichtung des Wavelets liegt. Das
Frequenzspektrum, welches in Abbildung 4.13 a) dargestelltist, verdeutlicht diese Rich-
tungspréferenz. Dabei sind hier, analog zu vorigen Skizzen der de la Vallée Poussin-
artigen Skalierungsfunktionen neben dem Rand des Trédgers sowohl die mittlere Li-
nie des Pyramidenstumpfes als auch der Bereich als gepunktete Linie eingezeichnet,
innerhalb dessen die Betrige |cx ( £1°)| konstant sind.

Orthogonal dazu liegen, in Abbildung 4.12 b) dargestellt, keine Geraden sondern le-
diglich Punkte, an denen die Richtungsableitungen vierter Ordnung Unstetigkeits-
stellen besitzen. Diese Punkte sind identisch mit den Endpunkten aller Unstetigkeits-
geraden der dritten Richtungsableitungen des Box-Splines Bg. Der Tréiger der Fou-

rier-Koeffizienten des zu diesem Raum gehdrenden Wavelets wgl,_’s ist in Abbildung

4.13b) dargestellt. Der dazugehorige Wavelet-Raum W“7}_/’5 ist richtungssensitiv be-

ziiglich der Diagonalen v = (1, —1)". An den Groéfenordnungen wird deutlich, dass
die Unstetigkeitsstellen, die in diesem Wavelet-Raum dargestellt sind, in einer hohe-
ren Ableitung liegen als die Unstetigkeitslinien entlang der ersten Diagonalen v;.
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Abbildung 4.12. Die Wavelet-Anteile der Funktion Bg aus Beispiel 4.19, die

nach 5 Zerlegeschritten jeweils eine der Diagonalen, v; = (1, 1)T ina)
und v, = (1,—1)" in b) als dominante Hauptrichtungen besitzen. Es
werden damit jeweils Kanten detektiert, die orthogonal dazu liegen.
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Abbildung 4.13. Frequenzspektren der Wavelets, die nach fiinf Zerlege-

schritten fiir gewisse Skalierungsmatrizen J; entstehen, und wel-
che die Diagonalen v, vy wie in Abbildung 4.12 als eine wesentli-
che Richtung enthalten. Die Darstellung folgt dem Schema aus Abbil-
dung 4.2 c): Die gestrichelten Linien geben die Grenzen des Tragers
an, innerhalb des gepunkteten Bereichs sind die Fourier-Koeffizien-
ten konstant.



4.4 Richtungsselektive Wavelets

N =

a. f(x), 1/'(2) und L f"(2). w
b. Die radiale Funktion F'(x).

Abbildung 4.14. Die Funktion f(x) aus Beispiel 4.20 und ihre ersten beiden
Ableitungen, je um % skaliert, sind in a) gezeigt. Es tritt eine Unste-
tigkeitsstelle in der zweiten Ableitung auf. Als radiale Funktion ent-
steht die Funktion F'(x) auf dem Torus T? in b).

Beispiel 4.20.
Gegeben sei die stetig differenzierbare Funktion f : R — R mit

(B2+1)° (2 -1)", fallsz € [0,7],

I

fa) = {0 ' sonst.

Dasupp f C [0, ), gilt fiir die radiale Funktion F' : R? — R mit F(x) := f(||x]|),x €

R?, dass deren Triger supp F' C (—m, 7)? erfiillt, vgl. Abbildung 4.14. Da f in der zwei-

ten Ableitung eine Unstetigkeitsstelle bei x = %ﬂ' hat, besitzt F' jeweils Unstetigkeits-

stellen in den Richtungsableitungen zweiter Ordnung, und zwar auf dem Kreis mit
7

Radius r = g7, in alle Richtungen aufer den Tangenten, die am Kreis liegen.

Mit der Matrix M = 21E, aus den Beispielen 4.18 und 4.19 sei F wie die Funktion
aus dem zweiten Beispiel auf den Musterpunkten 27Ps(M) interpoliert und mit den
Dilatationsmatrizen aus dem ersten Beispiel zerlegt, die in Abbildung 4.9 a)-c) dar-
gestellt sind. Die Konstruktion erzeugt dabei jeweils eine dominante Hauptrichtung
v* fiir den Wavelet-Raum, die in den eben genannten drei Abbildungen eingetragen
sind. Der entsprechende Wavelet-Anteil von F'ist in den Abbildungen 4.15 a)-c) dar-
gestellt. Auch dort ist die dominante Richtung des dazugehdrigen Wavelet-Raumes
eingetragen. Die zwei Richtungen der anderen Wavelet-Rdume dienen in diesen Ab-
bildungen als Referenz. Die Unstetigkeitsstellen auf dem Kreis in den Richtungsablei-
tungen zweiter Ordnung sind orthogonal zur jeweiligen Richtung v* in den entspre-
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a. YY" YYX, vgl 4.9a). b. YY" YY X, vgl. 4.9D). c. YY YYX, vgl. 4.9¢).

Abbildung 4.15. Wavelet-Anteile der Funktion F' aus Beispiel 4.20 beziig-
lich dreier verschiedener richtungsorientierter Zerlegungen. Die je-
weils dargestellte Richtung ist gestrichelt, die anderen Beiden sind
als Referenz in grau eingetragen. Die Richtungspriferenz wird im
Vergleich zu den schematischen Darstellungen der Abbildungen
4.9 a)-c) deutlich.

chenden Wavelet-Rdumen zu sehen. Die Grenzen der detektierten Richtungen bilden
die dominanten Richtungen der in der Konstruktion benachbarten Wavelet-Raume,
d. h. die in der bindren Zahlweise vom vorhergehenden und nachfolgenden Matrix-
Vektor erzeugten Wavelet-Raume.

4.5 Abhingigkeitstiefe der Skalierungsraume

Diedela Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen gpf/l[l“’" aus Definition 4.6 iber-

tragen die eindimensionalen de la Vallée Poussin-Mittel o}, ©7, aus (4.1) nicht nur ins
Mehrdimensionale, sondern bieten ebenso eine Konstruktion fiir den Fall % + % > %
Allerdings besitzen die Fourier-Koeffizienten cj(¢3,) dann einen Triger, der aus drei
nicht zusammenhingenden Intervallen besteht und die Funktion ¢}, hingt in diesem
Fall zusidtzlich von S ab. Diese Abhiéngigkeit ist nicht vorhanden, falls die in Abschnitt
4.1 genannte Ungleichung (4.2) gilt. Die Funktion % hingt nach der Konstruktion
ebendieses Abschnittes weder vom Parameter S noch von der gewihlten Dilatation
J > 2 ab, die zusammen die Skalierungsfunktion 3, des nichstgréfleren Raumes ei-
ner Multiskalen-Analyse bilden.

Dieser Abschnitt stellt ein Kriterium vor, das analog zur Ungleichung (4.2) die Ab-
hingigkeit der einzelnen Level <pff[l“’", gpl\j/l[ﬁ’l”, 901\‘7/[[[*;" fuir0 </ <n—2undn > 2
zueinander charakterisiert. Die Unabhdngigkeit der de la Vallée Poussin-artigen Ska-

lierungsfunktionen gpf}f{l’", gof/’le’”, [ < k,istin dem Sinne gemeint, dass die Funktion
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4.5 Abhingigkeitstiefe der Skalierungsrdume

gpffgl’” = gpl\jjﬂl”“ erfiillt und somit unabhingig von der Wahl der Dilatationsmatri-
zendJ;,j = k+1,...,n,ist. Dies libertrigt sich direkt auf die dazugehdrigen Rdume

Vh?l+1’n = Vl(/?l“’k und Vl\‘/ﬁ“’" der Translate.

Fiir eine Funktion g mit den Eigenschaften F1) und F2) fithrt dieser Abschnitt eine wei-

tere Eigenschaft beziiglich des Tragers ein. Mit einer Funktion g, die diese drei Eigen-

schaften besitzt, ist es moglich, eine solche Unabhingigkeit zwischen den de la Val-

lée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen gpl‘ajl’" und gpf}lﬁ’;, also den Leveln [ und

[+2, zu erreichen. Damit tritt anstelle der rekursiven Definition durch die Funktionen

By, eine geschlossene Form der de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktion
Ji+1,n

¢y, " und eine Multiskalen-Analyse ({J:}i0, {V;}j>0) kann auf auf Basis der darin
definierten de la Vallée Poussin-Mittel ¢} ; angegeben werden.

Esseifiireinp € (—%, %)d das Gebiet de definiert durch
d { 1 1

4-nieol

und verkiirzend bezeichne fiir p € (—3, 5) das Gebiet Qf = Q7.
Lemma 4.21.

Gegeben sei eine Funktion g : R? — R, welche die Eigenschaften F1) und F2) erfiillt

mitsupngqundngi< %,izl,...,d.Danngilt

Vx € chp cg(x) =1

Beweis. Fiirx € Q7 gilt (x + Z%) N Q¢ = {x}, denn fiir jedes i € {1,...,d} gelten
ri+1> —%-l—pl--i— 1= %-l—piundxi —1< %—pz- —1= —% — p;. Die Aussage folgt
daraus mit Eigenschaft F2) von g. [

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei
d
g(x) = [ gi(x:), suppgiC Q) firi=1,... 4, (4.9)
i=1

wobeig; : R — R,i =1,...,d, Funktionen sind, welche die Eigenschaften F1) und F2)
fiir den Fall d = 1 erfiillen.
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4 Trigonometrische Polynome

Im Weiteren sei zunichst der Fall d = 2 mit den Matrizen J; € {Jx,Jy,Jp} betrach-
tet. Dazu sind in den folgenden zwei Lemmata zwei technische Voriiberlegungen for-
muliert.

Lemma 4.22.
Fiir J € {Jx,Jy} und eine Funktion g : R* — C von der Form (4.9) mit supp g C Q2
und 0 < p < %gilt

®5(9,9) =g.

Beweis. Der Beweis sei hier fiir J = J x gefiihrt, er folgt analog mit vertauschten Koor-
dinaten fiir J = Jy. Es gilt suppg C Q2, supp g(Jy o) C J5Q2 und fiirz = (21, ) €
Z? mit z; = 0,dassz + Q2 N JIxQ2 # O fiir0 < p < 1 genau dann gilt, wenn 2, €
{-1,0,1}.

Fiir z, € {—1,0,1} ist die Aussage Vz; € Z\{0} : (J5z + Q2) N IxQ2 # () dquivalent
zup < %, denn fiir z; > 0 gilt —% —p+ 2z > 1+ 2pgenau dann, wenn p < —% + 2%
Diese Ungleichung folgt ebenso fiir z; < 0 mit den jeweils anderen Intervallgrenzen

% + p+ 22z, und —1 — 2p. Insbesondere gilt somit auch % +p< % <1-2p.

Firx € Q?p _r C J XQ?p . ist mit den vorherigen Ausfithrungen und Eigenschaft
F2) der Funktion ¢

D g(x+I%z) = g(x) = g(I"x) = 1.

VA

Firx € Q]%, 25| > 5 — pumfasst die Summe iiber z einen weiteren Summanden aufier
zZ=0:29 = 1filirzs < —% + pbzw. 29 = —1 fiir zo > % + p. Dabei treten folgende zwei
Fille auf:

Die Summe ergibt sich im ersten Fall fiir |21| < { — p wegen Eigenschaft F2) von g zu
1 und es gilt

(X 9+ 3%2))935™x) = 9(35™) = ().

zE7>

Die letzte Gleichheit gilt, da aus | 4| < |21| < § — p folgt, dass
9(IX"X) = g1(5)g2(x2) = golw2) = gi(a1)ga(x2) = g(x).
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4.5 Abhingigkeitstiefe der Skalierungsrdume

Im zweiten Fall, fiir %—p < | < %—|—p, ergibt sich die Summe nichtzu 1,denn von den
4 Summanden, die sich im Triger von g fiir die Summation nach Eigenschaft F2) zu 1
ergeben, liegen aufgrund der um Jy gestreckten Summation nur zwei Summanden
innerhalb von supp g(J; o). Es gilt

(3 g+ 3%2) )9035 = g (1) (galez) + galaa £ 1)1 () 9o (a2

= g1(71)g2(72) = g(x),

wobei die vorletzte Gleichheit daraus folgt, dass sich die Summe der g»-Funktions-

werte zu 1 ergibt und g; an der Stelle %- wegen }%! < i + g < % = % — % < % — pebenso

1 ist. Insgesamt folgt damit das Lemma fiir 0 < p < %. ]

Lemma 4.23.
Gegeben sei fiir 0 < p < % eine Funktion g : R? — R von der Form (4.9) mit supp g C
Q2 und J € {Jx,Jy,Jp}. Dann gilt

®y(g,®3,(9.9)) = ®3(g,9) (4.10)

genau dann, wenn

( U Q§+JTZ> nJtQ2 c JTIL0%, (4.11)

zcZ4

Beweis. Zu Beginn des Beweises seien einige Vorbemerkungen formuliert. Die Funk-
tion ®5(g, @3, (g, g)) lautet ausgeschrieben

05(g.®s,(g.9)) = (Z 9o+ JTZ)) (Z 93 "o +JzT>Y))g(JBTJ_TO)-

zeZ4 yezd

Beide Summen sind wegen des Trigers und der Positivitdt von g absolut summier-
bar und somit sind die Summanden vertauschbar. Fiir Summanden der ersten Summe
kann aufier der Verschiebung um z eine Weitereum J 1y, y € Z? hinzugefiigt werden,
da dieser Vektor ganzzahlig ist.
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Es gilt also

®y(g, ®3,(9,9)) = ( > <Z g(o+IM(z+ J%Y)))Q(J‘T(O + JTJ%Y)))

yEZ zeZd
x g(J5 T o)

~ (X wal0.0)o+ 3T ot o)
yEZd
Der Summand y = 0 besitzt wegen supp g C Qf, den Triger
U QIQ) + Jz.
zcZ4

Es gelte die Teilmengenbeziehung (4.11). Angenommen es gibt ein y # 0, so dass der
Schnitt

((JTJ})y + o+ JTz> mJTQ§> n JTIH02, (4.12)

z€Z4

nicht leer ist. Dann existiert jedoch ein Punkt x € J'J}, (y + Qf,\QQ_p) , der in dem
linken Schnitt enthalten ist. Dies ist ein Widerspruch zu (4.11). Daraus folgt, dass sich
auf JTJ70?  die Summe lediglich auf den Summanden y = 0 beschrinkt und somit

gilt fiirx € JTJT0?  die Gleichheit g(J;"J~Tx) = 1. Es folgt
3(9,9)(0)g(Ip I~ o) = 3(g,9)
und somit aus (4.11) die Gleichung (4.10).

Es gelte die Gleichung (4.10). Dann lassen sich die Schritte aus dem vorigen Absatz
in umgekehrter Reihenfolge anwenden: Die Gleichheit @5 (g, ®3,(g,9)) = ®3(g,g) ist
dquivalent zu ®3(g, ¢)(0)g(J ;I To) = ®3(g,9), fiiry # O ergibt sich in Gleichung
(4.12) die leere Menge und fiir y = 0 folgt aus der Gleichheit weiter, dass fiir alle

X € ( U Q§+JTZ> ﬂJTQ; gilt ¢g(J;' ) 'x) =1

z, HZ”OOS:L

Insgesamt folgt damit die Aquivalenz von (4.10) und (4.11). O
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4.5 Abhingigkeitstiefe der Skalierungsrdume

Theorem 4.24 (Unabhingigkeit der Skalierungsraume).

Fiir 0 < p < {; sei eine Funktion g : R* — R von der Form (4.9) mit suppg C 22
gegeben. Sei M, € Z?*? eine reguldre Matrix und 71,, € {Jx,Jy,Jp}", n € N, ein
Matrix-Vektor. Fiir die dazugehorigen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunk-

x7l+1n l 0

tionen ¢y, ., n, gelten dann folgende Aussagen:

a) IstJ,, € {Jx, Jy}, sogilt fiir die Skalierungsfunktion 4,0‘7” " zum Levell =n — 1

jnn
g0].\/.[71 1 - gpMn 1°

jn 1,n

b) IstJ,, = Jp, so gilt fiir die Skalierungsfunktion ¢y; " zum Level [ = n — 2

—1,n—-1
(pMn 2 _QOMTL 2

Beweis. Die Aussage von Lemma 4.22 gilt fiirp < 3;. Fiir J,, € {Jx, Jy } folgt, dass mit
der Definition 4.6 der de la Vallée Poussin- artlgen Skalierungsfunktionen fiir deren
Fourier-Koeffizienten Ck(@{/? "), ke 72 gilt

1 _ 1 _
q)Jn(gag)(Mnle) = g<MnE‘1k) = Ck((p%/ln,l)‘

Mnp—1 v/ Mn—1

k(PM,

SeiJ,, = Jp. Die Fourier-Koeffizienten lauten dann

1 _
clon, ) = ==, (0.9)M, k), keZ?,

n—1
n—1

und

1,n ]‘ —
(R, 1) = ——=3,1 (023, (9.9)) (M k), ke 22,
Aus Symmetrie-Griinden sind die folgenden Betrachtungen auf den ersten Quadran-
ten beschrinkt, vgl. Abbildung 4.16 a) und b), denn diese Situation findet sich in den
anderen Quadranten durch Spiegelung an der y; - und y,-Achse bzw. Drehung um den
Ursprung analog wieder.

Der folgende Beweis ist fiir J,,_; = Jx gefiihrt, gilt aber auch analog fiir J,,_; = Jy.
In Abbildung 4.16 a) sind fiir den Fall p = - die drei Funktionen g, ®5,,(g,9)(J °)
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Abbildung 4.16. Skizze der Triger dreier sukzessiver Skalierungsfunktio-

nen fiir verschiedene Skalierungsmatrizen und p =
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4.5 Abhingigkeitstiefe der Skalierungsrdume

und g(J ;"I To) dargestellt, deren Triger jeweils durch die gestrichelte Linie abge-
schlossen w1rd. Zusitzlich sind 2, J1 02 und JLJ Q2 fiir a = 0 sowie fiira = —p als
gepunktete Linien eingezeichnet, denn im Gebiet innerhalb dieser gepunkteten Li-
nie ist die jeweilige Funktion wegen Eigenschaft F2) von ¢ stets 1. Fiir die Eckpunkte
r,=(3-p3— p)T undr, = (—5 +p,5 — p)T von 2 gilt JX Jpr, = (2 — 4p, 0)" und
J%ITr, = (0,1 — 2p)". Somit liegt zunichst y, (g, g)(JXT ) aufgrund der durch die
Summation hinzugefiigten Ridnder lediglich innerhalb Q?6p,3p)' Gilt jedoch, dass

suppg N [1 —6p,1+6p] x [5 —p,5+p] =0

erfiillt ist, so ldsst sich Lemma 4.22 anwenden, denn dann ist der Schnitt dieses Gebie-
tes mit g7¥ leer. Dieses Gebiet ist in Abbildung 4.16 a) durch ein mit Strich-Punkt um-
randetes Rechteck gekennzeichnet. Ist also dieser Schnitt leer, so entspricht die Funk-
tion @3, (g, g)(J %" o) der Funktion g(J 3 o).

Der leere Schnitt ist wegen supp g C Qf, genau dann erfiillt, wenn fiir die in Abbildung
4.16 a) eingetragene Strecke s gilt

1 1
1—6p—(§—1—p) =:5s>0, dh p<ﬂ

Somit folgt fiirp < {; und k € Z?

1,n ]' —
(i) = ——y, (9, %3, (9, 9)) (M; k)

mp—1

1
= d M, Lk

= Ck(gOMn 12n 1).

Mit p < -, sind aufierdem die Voraussetzungen fiir Lemma 4.22 erfiillt und es gilt

analog zum Teil a) sogar noch weiter gp Sl = QO%/IWQ.

Fir J, 1 = Jp ist die Skizze der drei aufeinanderfolgenden Skalierungsfunktionen
fiir p = 5; in Abbildung 4.16 b) dargestellt mit der analogen Farbgebung und Linienge-
stalt wie in der Abbildung zum ersten Teil des Beweises. Fiir den Tréger der Funktion
Bg,_ .. = ®3,(9,®3,(9,9)) sei q derjenige Eckpunkt mit der gréften y-Koordinate.
Bei ¢ = % — p schneidet die horizontale Grenze des Tréagers suppg C Qf), die ein-
getragene Diagonale, die Grenze des Trigers J Q3. Dort liegt ein Teil des Trigers der
um J7,(0, 1)T verschobenen Funktion g. Senkrecht zur eben genannten Horizontalen
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verlduft vom Punkt (% -, % + p)T die Grenze ebendieses Trégers. Sie endet im Punkt

q dessen Koordinaten sich aus dem Schnitt mit J %Qg bestimmen lassen zu q = (% —

p,i+3p)".

Es gilt fiir diesen Eckpunkt g, dass q € JLJ;0? ) = 202 = {x; [|x[« < 1 —2p}
genau dann, wenn

1 1 1
ldlle =5 +3p<1-2p&1-2p— | -+3p) =520, dhp<—.
2 2 10
In Abbildung 4.16 b) ist die Lénge s dieser Strecke ebenso eingezeichnet. Die Existenz
dieser Strecke, also eines Wertes s > 0 ist gleichbedeutend damit, dass fiir den Tréager
die Teilmengenbeziehung supp By, ,, € J,J,Q?  gilt. Es folgt mit Lemma 4.23, dass
fiir beliebiges k € Z? gilt

1 -
l(Pn, ) = =15 (9, @1, (9,9)) (M, 1K)

= q)JD (97 g) (M;T2k>

mMp—1

jn n—1
((IOMn 12 )' D

Beide Grenzenp < ¢; und p < 15 aus dem Beweis zu b) des Vorlgen Theorems sind in
dem Slnne scharf, dass sowohl ein Unterschreiten von p < 7; im ersten Fall als auch
p < 10 im zweiten zu einem Widerspruch fiir eine Matrix Mn o fiihrt, so deren De-
terminante nur grofd genug ist. Dies verdeutlicht Abbildung 4. 17 fiir den Fall b) des
vorigen Theorems mit J,,_; = Jp: Dort sind die Tréger fiir p = 5 aufgetragen. Zum
Punkt q existiert ein Punkt p, der in der gleichen Restklasse mod E2 ist und der eben-
so auf dem Rand des Trigers der Funktion @3, (g, g)(J " o) liegt, vgl. den dazu an der
y1-Achse gespiegelten Punkt '. Analog liegt fiirp = ; der Eckpunktq = (3+p)1 € Q2
auf dem Rand von JJ Q2.

Das Theorem 4.24 ldsst sich verallgemeinern auf den Fall, dass fiir jedes Level [ € N
eine eigene Funktion h; € Q P €0, 5)?, anstelle von g gewihlt wird, wobei ei-
nerseits max; ||p;llcc = p < erfullt sein muss, andererseits in der Tensorprodukt-
Struktur fiir eine Skalierung J 1 € {Jx,Jy} diejenige Dimension, die nicht verdndert
wird, auch in der Funktion unveréndert bleibt, also h; ; = h;y ; ist, damit Lemma 4.22
weiter anwendbar ist.
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Y2 q
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Abbildung 4.17. Skizze der Triger dreier sukzessiver Skalierungsfunktio-
nen fiir den Fall,dass J,, { =J, =Jpundp = % ist. Hierist s = 0.

Die Scherungsmatrizen Ji, J5 und andere dyadische Dilatationsmatrizen kénnen aus-

gehend von diesem Theorem in einer Multiskalen-Analyse ({J;};>0, {Vi}i>0) ver-
wendet werden, denn tritt nur eine endlich lange Folge dieser Matrizen auf, etwa in
den Leveln/,/+1,...,k,sowird danach in den Leveln k£ + 1, k& + 2 diese Abhdngigkeit
wieder aufgeldst. So ist auch mit diesen Matrizen eine Schachtelung moglich, in der

ein Raum VI\‘ZH’” nur von endlich vielen nachfolgenden Rdumen abhiéngt.

Im Hoherdimensionalen, d > 2, lisst sich eine dhnliche Aussage treffen: Sei 7, als die
Menge der Matrizen gegeben, diedurch J,,,i € {1,...,d}, als Skalierung der z;-Achse
um den Faktor 2 oder mit J,, .., ¢, j € {1,...,d} als Rotation um % in der z;-z;-Ebene
und Skalierung dieser Ebene um /2 definiert sind. Die Matrizen J,, ,, bilden also die
hoherdimensionale Verallgemeinerung von Jp, denn jede dieser Matrizen besteht in
der Untermatrix bezogen auf die Spalten und Zeilen 7, j aus der Matrix J und ist an-
dernfalls identisch zur Einheitsmatrix E;. Fiir diese Menge an Matrizen stellt das fol-
gende Lemma eine mehrdimensionale Verallgemeinerung des Theorems 4.24 dar.
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Lemma 4.25.
Seid > 2und 0 < p < ;, eine Funktion g von der Form (4.9) mit supp g C 2 und eine
regulire Matrix M € Z9*¢ gegeben wie in Theorem 4.24. Der Vektor der Dilatations-

matrizen J, , € J4", n € N, erfiille die Eigenschaft

Ji=Jpa, = i1 €I I ey}, G5 €{l,...d} =2, n. (4.13)
Dann gelten fiir die de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen gpl\j}[f’", [ =
0,...,n, folgende Aussagen:

a) IstJ, =J,,,i€{1,...,d},sogilt

jn,n _ 1]
S01\/.[n71 - SOMnfl :

b) IstJ, =J,,.,,4,5 € {1,...,d},sogilt

jn—Q,n _ jn—l,n—l
(IOMn—Q o QpMn—Q .

Bemerkung 4.26.
Die Eigenschaft (4.13) ist fiir den Fall d = 2 stets erfiillt.

Beweis des Lemmas 4.25. Die Aussage a) folgt analog zu Theorem 4.24 a). Die Aussage b)
folgt daraus, dass mit Gleichung (4.13) die Argumentation aus Theorem 4.24 b) auf die
x;-x;-Ebene angewandt wird. O

Theorem 4.24 und Lemma 4.25 zeigen, dass die Identitit VI\‘ZH’” = Vl\‘?l“’l“ gilt, falls

der Matrix-Vektor J,, € J;" die Aussage (4.13) erfiilltund g € Q2,0 < p < 4,

von der Form (4.9) ist. In diesem Fall geniigt es, hochstens eine nachfolgende Dilata-

tionsmatrix J;;; zu kennen, um die de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktion

cpl‘ajl’" = go{}[j”“ anzugeben. Auflerdem tibertrigt sich diese Abhingigkeit von nur ei-

ner Dilatationsmatrix ebenso auf die dazugehorigen de la Vallée Poussin-artigen Wa-

velets ¢1{&j1’” = wl\j,}jl’l“. Dies fasst die folgende Definition zusammen.
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Definition 4.27.

Seig € 07,0 < p < §;, eine Funktion wie in Gleichung (4.9), M € Z**? eine regulire
Matrix und J € J, gegeben. Die (mehrdimensionalen) de la Vallée Poussin-Mittel 3,
sind dann gegeben durch

J
P = P

und die de la Vallée Poussin-Wavelets 13 ; durch
U = iy

Die mehrdimensionalen de la Vallée Poussin-Mittel und -Wavelets ¢3,, /3, bilden ei-
nen Spezialfall der de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen und Wavelets.
Sie erfiillen somit die Lemmata 4.7 und 4.12. Insbesondere gelten die beiden folgenden
expliziten Formeln fiir die Fourier-Koeffizienten beider Funktionen:

Mit den eindeutig gegebenen Vektoren v € P(J1)\{0} und w € P(J)\{0} sowie m =
| det M| gilt

) = =00 M M), ke Z,
und

cx(Uig) = \/%e_%kTN_lw@J (Trg,9)M k), kez™
Korollar 4.28.

Gegeben sei eine Folge {J;};~o von Matrizen J; € J,, die fiir alle/ € N die Eigenschaft
(4.13) erfiillt und seien fiir [ > 0 die Matrizen M, wie in Definition 1.24 bezeichnet.
Dann bilden die Rdume V; = Vl\‘}[ll“ der de la Vallée Poussin-Mittel goigl, [ > 0, eine
dyadische Multiskalen-Analyse ({J;}i~0, {V;};>0)-
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