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Einleitung

Kardinale Interpolation durch Funktion ¢ mit aquidistanten Punkten auf
m R [Schonberg (1969)]
Strang-Fix-Bedingungen (1973): Reproduktionsglte von Polynomen
m T [Locher (1981), Delvos (1987)]
m R durch Tensorproduktbildung [Schénberg (1987)]

Fir Tensorprodukt-Gitter auf T¢
m o > 0: Glattheit der abgetasteten Funktion f
m Strang-Fix-Bedingungen fir trig. Polynome, « = 0 [Pdplau (1995)]
m verallgemeinert auf « > 0 [Sprengel (1998)]

Inhalt dieses Vortrags
periodische Interpolation auf beliebigen Gittern
Richtungsglattheit einer periodischen Funktion f
Interpolationsfehler ||f — Luf||
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Muster und erzeugende Menge
Sei M € 799 eine regulare Matrix.
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Muster erzeugende Menge
PM) = [_%, %)dﬂ M-17d Q(MT) = MTp(MT)
W[4 e

Es gilt
m m= [P(M)| = [G(M)] = [detM|
® (M), + mod 1) ist eine Gruppe
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Fourier-Transformation
m Fourier-Matrix auf (M) (feste Anordnung):

1 T
F(M) = — —2rnihty
(M) vm (e )hEQ(MT),yeP(M)
m Fourier-Transformation fir (Abtast-)Werte a = (ay)yepm) € C™:
a = (an)necgr) := VMF(M)a € C"

m Fourier-Koeffizienten einer Funktion f € L1(TY):
1 KT
= —— [ f(x)e7** k ez
Ck(f) (27T)d /Td (X)e dx7 S

m Die Fourier-Partialsumme von f € L;(TY)

Swfi= > ocn(feh e

heg(MT)

mxm

ist ein trigonometrisches Polynome aus der Menge
={fif="> &t aech
heg(MT)
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Translationsinvarianter Raum

Der translationsinvariante Raum einer Funktion ¢ € L1(T%) bzgl. P(M):
Vi = {fi f= > aryp(o—2ry), ar=(ary)yerm € Cm}
yeP(M)
In Fourier-Koeffizienten:

f € Vji genau dann, wenn fir alle h € G(MT), z € Z9 gilt

_2xihT N
Chimrz( = D arye 2™ Yep mra(9) = BrnChimrz(9),
yer(M)

wobei ar = /mF(M)ay.
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Funktionenraume anisotroper Glattheit

a/2
= elliptisches Gewicht o™ (k) := (1 + ||M||§||M*Tk||§) , kezd

m Fir ein g > 1: Raum anisotroper Glattheit
Ay o(19) = {F e Li(T%); [[f| Ajgl| < oo},

mit Norm ||f| A .|| := [[{oN (K)ck(N}keze |(q(Z%)]] definiert.
m AG ,(T9) ist die Wiener Algebra A(T?)

B Ay 4 = Ag, o denn obige Norm ist aquivalent zu

1F] Ag, gl = [H(1 + IKIZ)* 2ex(P) }eze [ 6a(27)

aber: Die Normen ermoglichen
unterschiedliche ,Bewertung® der Glattheit von f.
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Interpolation

m Gegeben: Abtastwerte f(27y), y € M) einer Funktion f
m Gesucht: Interpolante Lmf € Vy;, d.h. mit Luf(27y) = f(27y)
m Losung mit Fundamentalinterpolant Iy € Vy;:

Luf= > f(2ry)Im(o — 27y)
yeP(M)

Lemma

Fiir o € A(T?) und M € Z9%9 regulér existiert ein lm € Vy; gdw.
> cnimrz(e) #0, fiiralleh e GM™).

zezd

Beweis mittels
m Fourier-Koeffizienten ck(Im)
m Diskrete Fourier-Koeffizienten & Aliasing-Formel

1 —4£T1
ck(p) == m Z p(2my)e? Wy = Z Cemrz(p), keZ?
yeP(M) zezd
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Strang-Fix-Bedingungen

Charakterisierung der Approximationsgute von trigonometrischen Polynomen

Definition (SFC)

Fir M € Z9%9, \4(M) > 1, eine Ordnung s > 0, ¢ > 1 und ein o € R*,
erfullt der Iy € L4(T?) die elliptischen Strang-Fix-Bedingungen,
falls eine nichtnegative Folge b = {b.},c7+ existiert, so dass

11— mcn(Im)| < bory®IM~Th]|3,
mchmrz(Im)| < bzriy® M|, (M~ h][3
furh € G(M™), z € Z9\{0} gilt, wobei

s 1= [{oa (2)bz}zezalle(Z)|] < co.

= Konditionszahl ky := ||[M||2|[M~|2
m ,Mal* f. Approximationsgite von g € Ty

R. Bergmann Multivariate anisotrope Interpolation auf dem Torus 8
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Interpolationsfehler

Einfiihrung & Dreiecksungleichung

m fseiin gewisse Richtungen Glatt, d.h. f e Al g

m Fundamentalinterpolant Iy € V}, erfiille die SFC der Ordnung s > 0
zu gleichem q, o, M

m Gesucht: Abschatzung fir den Fehler der Interpolation ||f — Lmf] in
einer ,passenden” Norm

Idee: Ist f entlang einer Richtung hinreichend glatt (bzw. ,rau®), so werden
fur diese Richtung entsprechend weniger (bzw. mehr) Translate bendtigt.

Analogon zu der Menge P(M): Menge trig. Polynome Ty.

Zur Untersuchung des Fehlers ||f — Lif||: Dreiecksungleichung

1f = Lwfll < [[Smf—LmSm Al + [[f — Sm | + |[Lm(f— Sm )|

R. Bergmann Multivariate anisotrope Interpolation auf dem Torus
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Interpolationsfehler

Teil I: Trigonometrische Polynome

Theorem (B., Prestin, 2014)

SeiM € Z9%9, \;(M) > 1, g € Tm. Der Iy € A(T9) zu ¢ effiille die SFC fiir
§s>0,a>0undq > 1. Dann gilt

S
o 1 o
o~ tuo il < () <l 431

m Beweis Uber cx(g — Lmg) und Anwenden der SFC
= Anwendung mit g = Sufund nutzen ||Suf| AG's|| < ||f| Au'sll-
m |M||; ist die LAnge der Hauptachse der Ellipse |[M~Tx||; = 1

m ist fentlang dieser Richtung glatt, so ist Norm auf linker Seite klein

R. Bergmann Multivariate anisotrope Interpolation auf dem Torus
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Interpolationsfehler

Teil Il: Fehler der Fourier-Summen-Approximation

Theorem (B., Prestin, 2014)
Sei M € 299 regulér, f € Ay ,(T9), ¢ > 1 und ;> a > 0. Dann gilt

H—C
N 2
1= S| Ag ol < (W) 1] Awql-

Beweisidee: Schreiben o (k) = oM (k)oM (k)

und schéatzen den ersten Term firr alle k € Z9\G(MT) ab.

Interpretation der Ellipse vom letzten Theorem gilt auch hier (1 > «)
fir den Fourier-Reihenrest f — Syf.

R. Bergmann Multivariate anisotrope Interpolation auf dem Torus 1"
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Interpolationsfehler

Teil lll: Interpolant des Fourier-Summenfehlers

Theorem (B., Prestin, 2014)

Sei M € 9% regulér, f € Ay ,(T9), > 1, p>a >0, und
w>d(1—1/q). Dann gilt

H—
o 1
Itatr— S il < s ) 14l
wobei
®m ~p nurvon ly, also von ¢
B sy lediglich von q,«a und
abhéngt.
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Interpolationsfehler

Gesamtabschatzung

Theorem (B., Prestin, 2014)

SeiM € %9, X(M) > 1 und f e Ay (T9), > a >0 mit p > d(1-1/q).
Der Iy zu o erfiille die SFC der Ordnung s> 0firq>1, a« > 0. Dann gilt

P
1 , .
I =L f| Alqll < C <||M|| ) ||f|A’,j,’q wobei p := min{s, u — a},

_ Jrse+ 2H=% 4 ~vbygm falls p = s,
P (1 +d)S T g + 28 f ypysm falls p = — o,

m Fir p = p — « analoge Version der ersten Abschatzung notwendig
® i — « ,LZusatzliche Glattheit von f gegeniber IP-Fehler
m SFC-Ordnung s von : Saturationsordnung

R. Bergmann Multivariate anisotrope Interpolation auf dem Torus
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Periodisierter 3-Richtungs-Box-Spline
m 2-dimensionaler Box-Spline mit Richtungen
Vi =1,V = €e3,V3 = €1+ e
m p4, P2, p3 € N Vielfachheiten der Richtungen im Box-Spline
m Stauchen um M~" und 2-Periodisierung ergeben By

18
cu(By) = — [ [ (sinc k™M~ "v;)”
m j=1 Y2
—1TT 1000 ,Z“L,Z“lii‘
-7 0 T
BM .
p Samplingpunkte 27y, y € (M)

M= (T35 P=(222)T, M vi=5(5), M7'v2 = 57 (35)
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Periodisierter 3-Richtungs-Box-Spline
m 2-dimensionaler Box-Spline mit Richtungen
Vi =©,V2 =@€3,V3 =€+ €

B pq,p2, p3 € N Vielfachheiten der Richtungen im Box-Spline

m Stauchen um M~" und 27-Periodisierung ergeben Bg':
1 3
By) = — [ (sinc k™M~ "v;)”
ck(By) m L] (sincm V)P

Theorem (B., Prestin, 2014)

Der zu Bg" gehérende Fundamentalinterpolant |y existiert.

Seiq > 1,8 :=min{ps + p2,p1 + P3, P2 + p3}
unda>0,sodasss:=85—a > 2.

Dann erfiillt 1y die SFC der Ordnung s.

R. Bergmann Multivariate anisotrope Interpolation auf dem Torus 14
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Zusammenfassung

Auf beliebigen Gittern (M)
m Korrektheit der Interpolation
m Strang-Fix-Bedingungen
m Richtungen

m Hauptachse der Ellipsen |[M~"x|| = ¢ im Frequenzbereich
= M~"v; im Zeitbereich

m Schranke fir den Interpolationsfehler von f € Ay ..

Ausblick
m anisotrope Raume dominierender gemischter Glattheit
m anisotrope diinne Gitter
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